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1 Conceptes pre`vis
1.1 Definicio´ de quantil
Es diu que un estudiant puntua al quantil τ d’un examen si ho fa millor que el τ% de la resta d’estudiants
pero` pitjor que el (1− τ). D’una manera semblant el quartils divideixen la poblacio´ en quatre segments amb
igual proporcio´ de la poblacio´ a cada segment. Els decils ho fan en 10 parts i finalment els quantils o tambe´
anomenats percentils es refereixen al cas me´s general. Dit d’una altre manera, el valor del quantil τ e´s aquell
valor cτ d’una variable aleatoria cont´ınua X que fa que la probabilitat P (X ≤ cτ ) ≤ τ on cτ e´s el valor del
quantil τ .
1.2 Definicio´ de TVaR
El TVaR o Tail Value at Risk e´s una mesura del risc que quantifica quina e´s la pe`rdua de diners esperada
si es sap que e´s me´s gran que un valor de pe`rdua determinat. El TVaR e´s conegut per altres noms tals com
CTE (Conditional Tail Expectation) o TCE (Tail Conditional Expectation). El TVaR esta` definit utilitzant
un nivell de confianc¸a τ que es troba entre 0 i 1 que fa refere`ncia al quantil al qual s’esta` calculant aquesta
mesura del risc. Escrit de forma matema`tica,
TV aRτ = E(X|X > cτ ) (1)
on X e´s la variable que mesura la pe`rdua de diners i cτ e´s el valor del quantil τ en la variable que s’estigui
estudiant. Aquesta mesura del risc e´s frequ¨entment utilitzada en el camp de les finances per tal de preveure la
quantitat de diners que es perdria en cas que passe´s alguna cosa perjudicial a l’empresa i aix´ı poder guardar
una part de diners per tal de cobrir-se en cas de necessitat. En aquest a`mbit, normalment, es treballa amb les
pe`rdues i s’agafa una variable aleatoria continua que indica els guanys i pe`rdues de l’empresa sent els guanys
els valors negatius de la distribucio´ i les pe`rdues els valors positius. Sabent aixo`, per calcular el TVaR, s’ha
de calcular el valor de la integral:
TV aRτ =
1
1− τ
∫ ∞
τ
xf(x)dx (2)
on f(x) e´s la funcio´ de densitat de la variable X que defineix pe`rdues comentada amb anterioritat.
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1.3 Els or´ıgens de la regressio´ quant´ılica
El concepte de regressio´ e´s molt antic i actualment la definicio´ me´s utilitzada indica que e´s que e´s un mo-
del matema`tic que prete´n trobar una relacio´ entre una variable d’intere´s anomenada variable resposta i un
conjunt de variables observables anomenades variables explicatives. Com aquesta relacio´ no e´s exacta, hi
ha una part anomenada residu que e´s la difere`ncia entre el que s’observa a la variable resposta i l’obtingut
mitjanc¸ant el model matema`tic que combina les variables explicatives.
El concepte de regressio´ ha anat evolucionant amb el pas del temps pero` ho ha fet molt en les u´ltimes
decades fins a arribar al concepte actual. El primer en parlar de regressio´ va ser ser Roger Joseph Boscovich
en el segle XVIII. Aquest f´ısic i matema`tic, parlava d’un tipus de regressio´ bivariant i per estimar-la, restrin-
gia la mitjana dels residus de la regressio´ a ser zero i per tal d’estimar l’efecte d’una variable sobre l’altra,
intentava minimitzar la suma dels residus en valor absolut. Aquest tipus de regressio´ va ser conegut com
LAD (Least Absolute Deviations). Una mica me´s tard Pierre-Simon Laplace proposava utilitzar sistemes
d’equacions per tal d’estimar l’efecte de me´s d’una variable.
Anys me´s tard que els dos anteriors, al 1795, Carl Friedrich Gauss va descobrir que s’obtenien bons resul-
tats utilitzant el mateix procediment que Laplace pero` utilitzant la suma dels residus al quadrat en comptes
del valor absolut, pero` aquest procediment no va ser pu´blic fins que a l’any 1806, Adrien-Marie Legendre rea-
litzava un estudi independent amb el qual feia la publicacio´ de l’anomenat ”me`tode dels mı´nims quadrats”on
s’utilitzaven sistemes d’equacions per tal d’estimar els efectes de les variables sent una continuacio´ de l’estudi
de Laplace. Aquest me`tode e´s el que es desenvoluparia fins al me`tode dels mı´nims quadrats ordinaris que
es coneix avu´ı en dia. Tres anys me´s tard, Gauss va publicar els seus descobriments fent que es genere´s
controversia per qui havia fet el descobriment primer. E´s interessant que en realitat el me´tode dels mı´nims
quadrats va ser desenvolupat per tal d’intentar explicar el moviment de planetes i de cometes.
Tornant a la regressio´ que proposava Laplace, Miles Edgeworth al 1888 va proposar eliminar la restriccio´
que fixava la mitjana dels residus a zero i proposava que s’estime´s tant l’efecte d’una variable sobre l’altra
com un efecte constant minimitzant la suma de valors absoluts dels residus. Edgeworth va proporcionar un
algor´ıtme per a realitzar l’estimacio´ que s’anticipava als me`todes d’optimitzacio´ actuals anomenats simplex.
La proposta d’Edgeworth va anar perdent forc¸a fins que als anys 50 va ser recuperada i va ser reconeguda
com un problema de programacio´ lineal.
Tot i que els dos me`todes estimaven els efectes de les variables de forma eficient, es va observar que
l’aproximacio´ per la suma de residus en valor absolut tenia l’avantatge que era me´s resistent quan hi havia
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prese`ncia de valors especialment grans en les variables. Pero` aquest me`tode tenia el problema que degut
a que` no hi havia un coneixement extens dels me`todes de computacio´, no es disposava de la capacitat de
realitzar infere`ncia estad´ıstica.
La regressio´ quant´ılica que prete´n modelitzar el quantil d’una variable resposta en funcio´ d’una combina-
cio´ lineal de regressors, te´ els or´ıgens en el me`tode LAD. Un dels primers estudis que es va relitzar utilitzant
la regressio´ quant´ılica va ser per fer regressio´ a la mediana e´s a dir al quantil 50. Aquest estudi va ser realitzat
per KJ.Arrow i M.Hoffenberg l’any 1959 i estava relacionat amb la produccio´ i distribucio´ de productes de
diverses indu´stries. Utilitzaven l’aproximacio´ per la suma de valors absoluts de la desviacio´.
Fins al 1978, els estudis que utilitzaven la regressio´ quant´ılica es centraven en fer regressio´ per a la mediana.
Uns dels primers en estudiar la regressio´ per a diferents quantils van ser Gilbert Bassett i Roger Koenker al
1978 i les seves propostes han anat evolucionant els darrers anys fins a obtenir la regressio´ quant´ılica que es
coneix ara i que s’ha comenc¸at a fer servir amb forc¸a en molts a`mbits.
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2 Motivacio´ i objectius
La regressio´ quant´ılica e´s una eina que pot dir-se que ha estat eclipsada per la regressio´ lineal i altres tipus de
te`cniques d’ajust de models per a explicar una resposta amb diversos tipus de dades. Ha estat en els u´ltims
anys que aquest tipus de regressio´ ha anat evolucionant i cobrant importancia pero` tot i el gran nombre
d’avanc¸os, encara queden moltes aplicacions d’aquesta per desenvolupar. Es per aixo` que en aquest treball
s’ha intentat aplicar aquesta te´cnica d’ajust per a estimar mesures de risc que e´s una possible aplicacio´ i
extensio´.
El principal objectiu d’aquest treball e´s proposar un model que permeti ajustar la mesura del risc cone-
guda com a Tail Value at Risk (TVaR) o anomenada tambe´ Conditional Tail Expectation (CTE) o Tail
Conditional Expectation (TCE). Aquesta mesura del risc e´s una extensio´ d’una altra mesura del risc ano-
menada Value at Risk (VaR) que e´s molt utilitzada sobretot en el camp de l’economia i que correspo´n a la
nocio´ de quantil. El problema principal que te´ aquesta mesura del risc e´s que nome´s es te´ en compte el valor
en un quantil en concret i aixo` pot portar a perdre una gran quantitat d’informacio´ sobre els valors que es
troben per sobre d’aquest quantil. En canvi el TVaR si que te´ en compte aquests valors per sobre del quantil
i permet una millor graduacio´ del risc o si me´s no una visio´ diferent.
D’altra banda, un repte important en l’elaboracio´ d’aquest treball e´s el software que s’ha utilitzat per
dur-lo a terme. Moltes empreses utilitzen softwares de pagament tals com SAS o SPSS perque` hi ha una
revisio´ molt detallada i es garanteix que les funcions que hi ha programades en el software siguin correctes.
Aquests programes so´n molt cars per als estudiants i per a algunes petites empreses. E´s per aixo` que s’ha
decidit elaborar aquest treball en el software estad´ıstic R que e´s completament gratu¨ıt. Actualment l’R te´
un paquet de funcions per ajustar la regressio´ quant´ılica pero`, lamentablement, aquest paquet no disposa de
cap funcio´ per ajustar al TVaR per tant se n’ha hagut de crear una de nova. En realitat un objectiu del
treball era precusament trobar un algoritme per a la regressio´ del TVaR.
La regressio´ quant´ılica s’ha aplicat en dos casos amb dades reals per tal d’ajustar diversos quantils i poste-
riorment per ajustar el TVaR per als mateixos quantils. Aquestes dues bases de dades que s’han seleccionat
per a realitzar aquest treball tenen relacio´ amb temes on en l’actualitat s’utilitzen les mesures de risc de
forma habitual.
La primera base de dades esta` relacionada amb el consum d’energ´ıa de diverses llars als Estats Units. En
aquesta base de dades s’especifiquen diverses caracter´ıstiques sobre algunes cases tals com la superf´ıcie, el
nombre d’habitants de la casa, el nombre de tele`fons mo`bils o si tenen piscina o no d’entre d’altres. L’objec-
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tiu utilitzant aquesta base de dades e´s trobar un model que ajusti el TVaR per a la despesa d’energia en do`lars.
La segona base de dades esta` relacionada amb assegurances de cotxes. En els darrers anys, les assegu-
radores han comenc¸at a realitzar ofertes amb descomptes per als bons conductors. Per tal de saber si els
solicitants so´n o no bons conductors recullen constantment dades mitjanc¸ant un aparell que es posa en el
cotxe. L’objectiu utilitzant aquesta base de dades e´s que utilitzant variables com la zona per la qual es sol
conduir o a quina hora es pugui ajustar el TVaR per al nombre de kilometres que es condueix per sobre del
l´ımit de velocitat.
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3 Metodologia: Regressio´ quant´ılica
La te`cnica que s’ha utilitzat principalment en aquest estudi e´s la regressio´ quant´ılica que e´s un tipus de
regressio´ que permet trobar la relacio´ entre els quantils d’una variable resposta amb un conjunt de variables
explicatives. A continuacio´ s’explica com funciona la regressio´ quant´ılica i com es pot aplicar en el programa
R.
3.1 Introduccio´ a la regressio´ quant´ılica
Abans de parlar sobre la regressio´ quant´ılica cal parlar sobre la regressio´ per mı´nims quadrats ordinaris ja
que la regressio´ quant´ılica e´s una extensio´ d’aquesta.
La regressio´ per mı´nims quadrats ordinaris e´s un me`tode que serveix per estimar els coeficients de la
regressio´ lineal. La regressio´ lineal e´s una aproximacio´ lineal per modelar la relacio´ entre una variable
resposta (o variable dependent) i una o me´s variables explicatives (o variables independents). La regressio´
lineal, normalment, s’utilitza per modelar la mitjana de la variable resposta pero` tambe´ es pot utilitzar per
modelar quantils determinats o la mediana. La relacio´ que es troba utilitzant aquest tipus de regressio´ te´
l’equacio´ segu¨ent:
Yi = β0 + β1X1i + β2X2i + ...+ βkXki + i, (3)
on Y e´s el valor de la variable resposta, Xiso´nelsvalorsdelesvariablesexplicativesiβ representa l’efecte que
te´ cada variable explicativa a la variable resposta. β0 e´s un efecte constant i no representa a cap variable sino´
a un terme constant. Aquestes β es denominen coeficients. Per u´ltim, i representa la difere`ncia que hi ha
entre la relacio´ calculada a partir dels coeficients i les variables explicatives i el valor de la variable resposta.
Aquesta difere`ncia s’anomena residu i ha de complir la condicio´ E(i|X = Xi) = 0.
Per la hipo`tesi anterior es pot deduir que E(Y |X = Xi) = β0 + β1X1i + β2X2i + ... + βkXki + i i per
tant que l’esperanc¸a matema`tica de la resposta de l’i-e`ssima observacio´ e´s igual a la combinacio´ lineal dels
seus regressors.
El me`tode dels mı´nims quadrats ordinaris e´s el me`tode me´s utilitzat per calcular el valor dels coeficients.
Aquest me`tode es basa en calcular els coeficients β de tal manera que la suma de quadrats de la difere`ncia
entre els valors de la variable resposta i els valors predits a partir de les variables explicatives i els coeficients,
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sigui el mı´nim.
Definicio´ 1
Sigui X la matriu de les variables explicatives, Y el vector de la variable resposta i β el vector de coeficients,
es te´ que:
X =

1 X1,1 X1,2 · · · X1,n
1 X2,1 X2,2 · · · X2,n
...
...
. . .
...
1 Xm,1 Xm,2 · · · Xm,n
 Y =

Y1
Y2
...
Yn
 β =

β0
β1
...
βn

El me`tode dels mı´nims quadrats ordinaris calcula βˆ de tal manera que
βˆ = argβminS(β) (4)
on
S(β) = ||Y −Xβ||2 (5)
Un cop introde-camuida la regressio´ lineal i el me`tode dels mı´nims quadrats ordinaris, ja es pot comenc¸ar a
parlar sobre conceptes me´s relacionats amb la regresio´ quant´ılica. La regressio´ quant´ılica e´s un tipus d’ana`lisi
de regressio´ que te´ com a objectiu estimar la mediana o alguns quantils concrets de la variable resposta a
difere`ncia de la regressio´ lineal que ho feia per la mitjana. Aquest tipus de regressio´ e´s utilitzat sobretot quan
hi ha prese`ncia d’outliers a la variable resposta proporcionant una estimacio´ dels coeficients me´s robusta que
la regressio´ lineal. No hi ha difere`ncia entre els dos me`todes en la qualitat de l’estimacio´ pel fet de que hi
hagi prese`ncia d’outliers a les variables explicatives
Per tal de comprovar que la regressio´ quant´ılica e´s millor quan hi ha prese`ncia d’outliers a la variable
resposta que la regressio´ lineal s’estudia una funcio´ anomenada funcio´ d’influe`ncia. La funcio´ d’influe`ncia e´s
una funcio´ que descriu l’efecte que te´ una observacio´ en la estimacio´ d’un estad´ıstic. La funcio´ d’influe`ncia
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es defineix:
IF (y, γˆ, F ) = lim
t→0
γˆ(Ft)− γˆ(F )
t
(6)
Mitjanc¸ant l’estudi de com es comporta la funcio´ d’influe`ncia (Veure me´s detalls a la refere`ncia [1]), es
comprova com influeixen les diferents observacions d’una Normal(0,1) en la estimacio´ de la mitjana i de la
mediana.
Figura 1: Efecte de les observacions d’una Normal(0,1) en l’estimacio´ de la mitjana i la mediana
Com s’observa en el gra`fic de la Figura 1 per a l’estimacio´ de la mitjana, la influe`ncia que tenen els
valors e´s proporcional al valor de la observacio´ per tant els valors me´s extrems o valors anomals tindran
me´s influe`ncia a l’hora de realitzar l’estimacio´ per a la mitjana. En canvi, en l’estimacio´ de la mediana, les
observacions tenen el mateix efecte en valor absolut i aquest efecte no es veu afectat per els valors extrems
de la variable.
Abans de pasar a parlar de l’estimacio´ dels coeficients de la regressio´ quant´ılica en me´s profunditat s’ha de
definir la funcio´ de pe`rdua del quantil. Tenint en compte la definicio´ de quantil realitzada al primer cap´ıtol,
es defineix la funcio´ pe`rdua del quantil amb la segu¨ent formulacio´:
ρτ (u) = u(τ − I(u < 0)), (7)
on u e´s una constant, τ e´s el quantil sobre el que s’esta` mirant la funcio´ pe`rdua i I e´s una funcio´ indicadora.
Les funcions indicadores valen 1 quan es compleix la condicio´ especificada i 0 si no es compleix. En aquest
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cas la condicio´ e´s u < 0. Aquesta funcio´ pe`rdua, com es pot comprovar en el gra`fic de la Figura 2, no e´s
diferenciable i aixo` pot portar problemes a l’hora de resoldre problemes d’optimitzacio´ en les que la funcio´
pe`rdua estigui involucrada.
Figura 2: Gra`fics de les funcions de pe`rdua per a diferents quantils
En els gra`fics de laFfigura 2 s’han dibuixat tres funcions de pe`rdua per als quantils 0.25, 0.50 i 0.75
utilitzant com a valor u els valors -1, -0.5, 0, 0.5 i 1. Com es pot observar en els tres casos la funcio´ te´ forma
de punxa sent u = 0 el valor mı´nim de la funcio´. Aquest fet que la funcio´ tingui la forma de punxa e´s el que
provoca que la funcio´ de pe`rdua no sigui diferenciable.
Aquesta funcio´ de pe`rdua tambe´ e´s u´til per calcular quins so´n els quantils d’una mostra de observacions.
Aix´ı que donades les observacions X1, X2, ..., Xn d’una variable aleato`ria X, els quantils de X poden ser
definits com:
cˆτ = argmin
c
∫
ρτ (x− c)dFn(x) = argmin
c
1
n
n∑
i=1
ρτ (Xi − c) (8)
on es segueix la notacio´ utilitzada en el primer cap´ıtol i on Fn(x) e´s la distribucio´ emp´ırica de la variable
aleato`ria X. Una demostracio´ extensa d’aquesta definicio´ es pot trobar a la seccio´ 1.1.2 del llibre [2]. Aquesta
definicio´ sera` u´til a l’hora d’estimar els efectes de la regressio´ quant´ılica.
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3.2 Regressio´ quant´ılica parame`trica
Tot i que, com en la regressio´ lineal es pot distingir la regressio´ entre parame`trica i no parame`trica, en aquest
treball nome´s s’ha utilitzat la regressio´ parame`trica. La regressio´ s’anomena parame`trica quan s’assumeix
que amb un conjunt finit de variables es pot definir la distribucio´ de la variable resposta.
3.2.1 L’estimador
Es defineix un model de regressio´ lineal ba`sic per tal d’explicar com s’estimen els efectes de la regressio´
quant´ılica. Si cτ e´s el quantil de la resposta Yi de la i-e`ssima observacio´, es diu que
cτi = βτXi + i : (9)
En aquest model els residus i han de complir la condicio´ P (i ≤ 0|X = Xi) = τ que e´s equivalent a la
condicio´ E(i|X = Xi) = 0 que es troba en el me`tode dels mı´nims quadrats ordinaris del model lineal. En
l’article [3] es proposa que tenint en compte la fo`rmula per calcular el quantil de la mostra, ser´ıa raonable
resoldre el segu¨ent problema d’optimitzacio´ per tal de calcular l’efecte βτ que mesura l’impacte de Xi sobre
el quantil de la resposta.
β̂τ = argminb
[∑
Yi≥Xib τ |Yi −Xib|+
∑
Yi<Xib
(1− τ)|Yi −Xib|
]
(10)
Tenint en compte la definicio´ de funcio´ de pe`rdua del quantil proporcionada anteriorment, l’equacio´ es
pot simplificar en la segu¨ent que es tenen en compte K regressors:
β̂τ = argβmin
n∑
i=1
ρτ (Yi −X ′jiβτ (11)
que e´s una extensio´ del problema d’optimitzacio´ que s’ha vist per calcular els coeficients β de la regressio´
lineal per mı´nims quadrats ordinaris. En l’article [4] es demostra que l’estimador e´s consistent a l’hora d’es-
timar βτ e´s a dir, l’error de l’estimador tendeix a 0 quan la grandaria de la mostra es va fent gran.
A difere`ncia del que` es sap que els estimadors del coeficients de la regressio´ per mı´nims quadrats ordinaris
segueixen una distribucio´ t-Student, per als coeficients de la regressio´ quant´ılica no es coneix la distribucio´
exacta dels estimadors. Tot i aix´ı, sota certes condicions, s’ha estudiat que
√
n(β̂τ −βτ ) tendeix a seguir una
distribucio´ Normal.
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Teorema 1 Tenint un model lineal com el de la equacio´ (9). Sota les segu¨ents condicions:
• La funcio´ de distribucio´ condicional Fi de Yi condicionada a Xi e´s absolutament continua amb funcio´
de densitat fi tambe´ continua i que per cada quantil cτ pren valors entre 0 i ∞.
• Existeixen les matrius D0 i D1(τ) definides positives tals que:
1. limn→∞ 1n
∑n
i=1XiX
′
i = D0.
2. limn→∞ 1n
∑n
i=1 fi(ci(τ)XiX
′
i) = D1(τ).
3. maxi=1,...,n||Xi||/
√
n→ 0.
es verifica que
√
n(β̂τ − βτ ) d−→ N(0, τ(1− τ)D1(τ)−1D0D1(τ)−1),
La demostracio´ d’aquest teorema es troba detallada a l’article [1].
3.2.2 Ca`lcul dels errors esta`ndard
S’han investigat molts me`todes per calcular els errors esta`ndard en la regressio´ quant´ılica pero` un dels me´s
utilitzats i el que s’ha utilitzat en aquest treball pel fet de ser molt fa`cil d’aplicar e´s el metode bootstrap.
El bootstrap e´s un me`tode de remostreig que s’utilitza per estimar certes caracter´ıstiques dels estimadors,
com per exemple la varia`ncia, calculant-les a partir d’una distribucio´ aproximada. Una distribucio´ utilitza-
da normalment e´s la distribucio´ emp´ırica de les dades Aquest me`tode tambe´ serveix per a construir tests
d’hipo`tesi i s’utilitza com alternativa a l’estad´ıstica inferencial. Amb l’aparicio´ dels ordinadors ha augmen-
tat molt la qualitat i rapidesa d’aquest me`tode ja que aquests permeten remostrejar moltes vegades a gran
velocitat. El procediment per dur a terme aquest me`tode e´s el segu¨ent:
1. El primer pas consisteix en trobar de forma aleato`ria una de les submostres. Els programes amb els
que` es treballa per fer aquest tipus de procediments ja tenen incorporades comandes amb les quals es
poden obtenir submostres aleato`ries de la mida desitjada a partir d’una mostra me´s gran.
2. Un cop trobada la submostra, es calcula l’estad´ıstic del qual es volen obtenir les propietats i es torna
a trobar una nova submostra aleato`ria per tal de tornar a calcular l’estad´ıstic. Aquest procediment es
repeteix tantes vegades com possibles submostres hi hagi o, en el seu defecte, un nombre suficientment
gran de vegades.
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3. Per u´ltim, un cop s’han calculat els estimadors de totes les submostres aleato`ries, es calcula la propietat
desitjada i aquesta es considera un bon estimador.
Es planteja un exemple molt simple per tal d’entendre millor el procediment del me`tode bootstrap. Es
suposa que es te´ una mostra de 20 observacions sobre les alc¸ades de diferents persones i es vol saber quina
seria la desviacio´ t´ıpica de la estimacio´ de la mitjana de les alc¸ades. Les alc¸ades en cent´ımetres so´n les
segu¨ents:
Alc¸ades de 20 persones
162 167 174 165 162 174 163 177 168 172
175 182 177 148 169 151 170 168 161 165
Taula 1: Dades d’exemple per al me`tode bootstrap
Per calcular aquesta desviacio´ t´ıpica utilitzant el me`tode bootstrap, el que es fara` e´s calcular la mitjana
d’una submostra aleato`ria utilitzant nome´s 19 de les observacions per tant hi ha 20 possibles submostres
aleato`ries. Com que 20 e´s un nombre suficientment baix, es calcularia la mitjana de les 20 submostres i es
calcularia la desviacio´ t´ıpica de les mitjanes.
En aquest treball s’ha utilitzat el me`tode bootstrap per calcular les desviacions t´ıpiques de les estimaci-
ons dels coeficients de la regressio´ quant´ılica ja que no s’ha utilitzat la funcio´ definida a l’R per ajustar la
regressio´ quant´ılica. S’han agafat 1000 submostres aleatories de les dades que han estat de 3000 observacions
en la base de dades del consum energe`tic i de 6000 en la base de dades de les assegurances. D’aquestes sub-
mostres s’han calculat els valors de les β de cada variable i s’ha calculat la desviacio´ t´ıpica utilitzant totes elles.
3.3 Contrasts d’hipo`tesis
Tant com a la funcio´ que s’ha creat per tal d’ajustar la regressio´ quant´ılica com en la que ja ve programada
en el programa que s’ha fet servir per a realitzar aquest treball, apareixen el valor d’un estad´ıstic t i un
p-valor. En aquesta part del treball es vol fer una breu explicacio´ sobre que` e´s un contrast d’hipo`tesi i quin
e´s el que s’ha fet servir en aquest treball.
Un contrast d’hipo`tesi e´s un procediment estad´ıstic que permet comprovar si un para`metre de la pobla-
cio´ que s’esta` estudiant compleix alguna caracter´ıstica en concret. Un contrast d’hipo`tesi parteix de dues
hipo`tesis. La hipo`tesi nul·la denotada H0 sol ser la hipo`tesi que suposa que el para`metre que es vol estudiar
compleix amb la caracter´ıstica. La hipo`tesi alternativa, denominada H1 e´s el contrari de la hipo`tesi nul·la.
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Per dur a terme el contrast s’ha de calcular un estad´ıstic que sovint s’anomena estad´ıstic t.
El contrast d’hipo`tesi me´s comu´ i el que s’ha utilitzat en aquest treball pren com a hipo`tesi nul·la H0 :
βˆ = 0 i hipo`tesi alternativa H1 : βˆ 6= 0 tot i que en comptes de que βˆ sigui igual a 0 tambe´ pot ser igual a
qualsevol altre valor. Per saber si es pot acceptar o rebutjar la hipo`tesi nul·la cal calcular un estad´ıstic que
depe´n del contrast que es vulgui realitzar. En aquest cas l’estad´ıstic t s’ha calculat amb la formula:
t =
βˆ − β
σ
(12)
on βˆ e´s el para`metre que es vol estudiar, β e´s el valor sobre el qual es vol comparar l’estimacio´ realitzada,
que en el cas d’aquest contrast d’hipo`tesi val 0 i σ e´s la desviacio´ t´ıpica del para`metre. Un cop s’ha calculat
el valor de l’estad´ıstic t, es suposa que en una mostra gran aquest segueix una distribucio´ Normal(0,1) i es
mira quina e´s la probabilitat de que hi hagi un valor superior en valor absolut al de l’estad´ıstic t. Aquesta
probabilitat s’anomena p-valor i e´s el que permet determinar quina de les hipo`tesis plantejades s’accepta.
Normalment es considera que es rebutja la hipo`tesi nul·la si el p-valor e´s inferior a un nivell de significacio´
determinat entre 0 i 1 i no es rebutja si e´s superior. Usualment, aquest nivell de significacio´ e´s de 0.05 pero`
en alguns a`mbits com per exemple en el camp de l’economia, es pot requerir d’un nivell de significacio´ del
0.01. Cal destacar que hi ha molt contrasts d’hipo`tesi possibles i que la forma de calcular l’estad´ıstic i el
p-valor pot variar pero` en aquest treball s’ha explicat el cas me´s comu´.
15
4 Metodologia proposada per estimar el TVaR
4.1 Introduccio´
Comunament les mesures del risc s’utilitzen per a mesurar el risc en el camp de les finances. La mesura del
risc utilitzada me´s frequ¨ent e´s el Valor at Risk al nivell τ (V aRτ ) que no e´s me´s que el valor del quantil τ
en la funcio´ de distribucio´ d’una variable aleato`ria. Un dels principals problemes d’aquesta mesura del risc
e´s que al prendre el valor del quantil com a mesura del risc, no es tenen en compte els valors de les pe`rdues
superiors al V aRτ i ha estat molt criticada per aixo`.
Com ja s’ha dit a la primera part, diverses vegades, una altra mesura del risc e´s el Tail Value at Risk
(TV aRτ ) o tambe´ anomenat Expected Shortfall (ESτ ) o Conditional Value at Risk (CV aRτ ) que ja s’ha
definit anteriorment. Aquesta mesura del risc, al ser l’esperanc¸a dels valors que superen al V aRτ si que te´
en compte les pe`rdues superiors i e´s una mesura del risc coherent. Tot i aix´ı, hi ha certa discussio´ sobre si el
TVaR e´s una mesura del risc robusta. Per una banda, hi ha autors que defensen que el V aRτ es preferible
davant el TV aRτ ja que consideren que e´s me´s robust. Per altra banda, alguns autors consideren que no e´s
necessari tenir en compte la robustesa per a mesures del risc i defensen que el TV aRτ e´s una bona mesura.
Un dels articles que ha servit com a base per a realitzar aquest treball ha estat l’article d’Annals of Statis-
tics [14] publicat l’any 2016 i en ell s’introdueix la propietat mate`matica anomenada elicitabilitat. Aquesta
propietat la compleixen algunes mesures del risc i consisteix en que` una mesura del risc e´s elicitable si exis-
teix alguna funcio´ de puntuacio´ que permeti comparar models de risc per veure quin e´s millor. Aquesta
elicitabilitat permet ajustar diversos tipus de regressions i una d’aquestes e´s la regressio´ quant´ılica, El V aRτ
compleix aquesta propietat d’elicitabilitat mentre que el TV aRτ no ho fa. Tot i aix´ı, aixo` no vol dir que no
es pugui aplicar la regressio´ quant´ılica per al TVaR ja que en el mateix article es comenta que hi ha un tipus
de mesura del risc que per s´ı sola no e´s elicitable pero` s´ı que pot ser part d’un conjunt de mesures que si que
ho siguin. En aquest article es proposa una manera d’ajustar el VaR i el TVaR a la vegada mitjanc¸ant la
regressio´ quant´ılica pero` aquest ajust no s’ha seguit en aquest treball.
En una publicacio´ anterior [15], Acerbi i Sze´kely, proposen una funcio´ de puntuacio´ per a la parella de
mesures de risk (V aRτ , TV aRτ ) de tal manera que juntes so´n elicitables. Tant la funcio´ com la demostracio´
d’aquesta propietat es troben a les publicacions [14] i [15]. Com es pot comprovar aquestes dues publicacions
so´n del 2015 i del 2016 e´s a dir, so´n articles molt recents i per tant s’ha avanc¸at poc en aquest camp. En
l’article del 2016 nome´s s’esmenta que es pot realitzar regressio´ quant´ılica per a les mesures de risc pero` no
s’implementa en cap cas amb dades reals.
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Aquest treball, partint de la base dels articles de Koenker sobre la regressio´ quant´ılica i havent comprovat
mitjanc¸ant els articles de Fissler i Ziegel [14] i Acerbi i Sze´kely [15] que es pot aplicar la regressio´ quant´ılica
sobre mesures de risc, preten aportar un avenc¸ en l’ajust de les mesures de risc utilitzant un model matema`tic
obtingut a partir de la regressio´ quant´ılica. Aixo` representaria un pas endavant en aquest camp ja que no
s’ha realitzat una gran quantitat d’estudis pre`vis relacionant aquests dos conceptes.
De la mateixa manera que per a la regressio´ quant´ılica aplicada a un quantil, un aspecte important per
ajustar el model per al TVaR e´s la funcio´ de pe`rdua del quantil introduida en la seccio´ anterior i que seguira`
apareixent en la funcio´ objectiu que caldra` optimitzar. No obstant, tot i tenir la mateixa definicio´, en el cas
de l’ajust per al TVaR, aquesta funcio´ de pe`rdua haura` de ser modificada.
4.2 Regressio´ para`metrica basada en el TVaR
La regressio´ quant´ılica parame`trica aplicada al TV aR : τ e´s una extensio´ de la regressio´ quant´ılica per a un
quantil τ i per aixo` la manera de calcular quins so´n els efectes de les variables e´s bastant similar a l’explicada
a la seccio´ 3.2.1 on es parla de l’estimador de la regressio´ quant´ılica.
Cal recordar que per tal de calcular els valors dels coeficients de la regressio´ quant´ılica per un quantil, era
necessari minimitzar la funcio´ objectiu
β̂τ = argβmin
n∑
i=1
ρτ (Yi −X ′jiβτ (13)
on la funcio´ de pe`rdua era el que feia variar els coeficients de la regressio´ lineal respecte els coeficients de
la regressio´ quant´ılica i fent tambe´ que hi haguessin canvis en els coeficients per als diferents valors τ . En
aquest cas, la regressio´ quant´ılica no s’esta` ajustant per a un quantil en concret sino´ que s’esta` ajustant la
regressio´ per al quantil que correspon a la mitjana dels valors que superen el valor del quantil τ . Aquest
quantil del TVaR no e´s el mateix per a totes les dades i cal fer el ca`lcul cada vegada.
Partint de la definicio´ de TVaR que s’ha plantejat anteriorment, es pot interpretar el TVaR com una
esperanc¸a matema`tica i per calcular l’esperanc¸a d’una variable aleatoria continua amb funcio´ de densitat
f(x), s’ha de fer l’integral multiplicant per x, e´s a dir:
E(X) =
∫ ∞
−∞
xf(x)dx (14)
Quan es desitja calcular l’esperanc¸a de tota la variable aleatoria, els l´ımits de la integral van desde −∞
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fins a ∞ pero` en aquest cas l’intere´s es troba en l’esperanc¸a dels valors que es troben per sobre del valor τ .
En la funcio´ objectiu que s’utilitza per a estimar els coeficients per al quantil, s’integra sobre la variable τ
que com que nome´s pot prendre valors entre 0 i 1 fara` que els l´ımits de l’integral siguin desde τ fins a 1. Si
es resol aquesta integral s’obte´ la segu¨ent fo´rmula.
∫ 1
τ
τρτ (Y −Xβ)dτ = (Y −Xβ)
∫ 1
τ
τ(τ − I(Y −Xβ) ≤ 0)dτ
= (Y −Xβ)
(
1
3
− I((Y −Xβ) ≤ 0)
2
− τ
3
3
+
τ2I((Y −Xβ) ≤ 0)
2
) (15)
obtenint que la funcio´ objectiu que cal minimitzar per obtenir els coeficients del model ajustat per al TVaR
e´s:
̂βτ (TV aR) = argβmin n∑
i=1
[
(Yi −X ′iβ)
(
1
3
− I((Yi −X
′
iβ) ≤ 0)
2
− τ
3
3
+
τ2I((Yi −X ′iβ) ≤ 0)
2
)]
(16)
Aquesta funcio´ tambe´ sera` aplicada per quan es calculin les desviacions t´ıpiques de les estimacions dels
efectes de les variables. En aquest cas, de la mateixa manera que s’ha fet per a la regressio´ quant´ılica
per ajustar un quantil, s’ha utilitzat el me`tode bootstrap per al qual s’han agafat 3000 observacions per al
remostreig de la primera base de dades i 6000 per al remostreig de la segona.
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5 Bases de dades
En aquest apartat es realitzara` una explicacio´ de les bases de dades utilitzades en aquest estudi. S’han
utilitzat dues bases, una relacionada amb el consum d’energia als Estats Units l’any 2015 i l’altra relacionada
amb assegurances de cotxes. Les bases de dades estan inicialment en format SAS i so´n analitzades amb R.
5.1 Consum d’energia
Aquesta base de dades ha estat obtinguda de la Residential Energy Consumption Survey (RECS) que e´s una
enquesta americana que recull informacio´ relacionada amb el consum d’energia i les caracter´ıstiques de la llar
de primeres reside`ncies de la gent a la que` s’ha fet l’enquesta. La RECS e´s una enquesta que es duu a terme
cada 6 anys i en el cas d’aquest treball s’han seleccionat les dades corresponents a l’enquesta realitzada a
l’any 2015.
La base de dades disposa de 5686 observacions i 739 variables de les quals s’ha fet una seleccio´ de les
que s’ha cregut que eren les me´s importants per tal d’aplicar la regressio´ quantilica de forma correcta. No
s’ha realitzat un estudi en profunditat de les 739 variable per determinar quines serien les variables realment
importants pero` s’ha seguit el criteri de posar al model aquelles variables que els investigadors consideren
rellevant. Per aixo` ha estat u´til la revisio´ dels treballs efectuada al final del primer cap´ıtol. Les variables
seleccionades i la seva descripcio´ es poden trobar a la Taula 2 d’aquest document.
19
Tipus Variable Descripcio´
Dependent DOLLAREL Cost en dolars de l’energia gastada el 2015
Independent
TOTSQFT EN Superf´ıcie de la casa en peus quadrats
SWIMPOOL Variable binaria que val 1 si la casa te´ piscina i 0 si no.
TOTCSQFT
Superf´ıcie de la casa que no esta` finalitzada o no e´s habitable
en peus quadrats. Fa refere`ncia a parkings, a`tics, porxos...
TOTHSQFT Superf´ıcie de la casa que te´ calefaccio´ en peus quadrats.
BEDROOMS Nombre de dormitoris.
SOLAR Variable binaria que val 1 si la casa genera energia solar i 0 si no.
TVCOLOR Nombre de televisors a la casa
NUMFLOORFAN Nombre de ventiladors a la casa
NUMSMPHONE Nombre de smart phones a la casa
NHSLDMEM Nombre de persones vivint a la casa
Taula 2: Descripcio´ de les variables de la base de dades del consum d’energia.
Es realitza una ana`lisi estad´ıstica descriptiva sobre les diverses variables utilitzades i me´s exhaustivament
sobre la variable dependent per tal d’avaluar quina seria la te`cnica d’ajust a aplicar me´s adhient. La Taula
3 mostra els estad´ıstics principals de la variable resposta.
Variable Mitjana Desviacio´ T´ıpica Mediana Mı´nim Ma`xim Asimetria Curtosi
DOLLAREL 1538.36 823.37 1391.27 18.72 8121.56 1.53 7.90
TOTSQFT EN 2384 1264 2102 228 8501 1.21 4.79
TOTCSQFT 1670.47 1302.38 1522 0 8066 0.99 4.41
TOTHSQFT 2075.71 1172.28 1847 0 8066 1.21 5.29
BEDROOMS 3.15 0.92 3 0 10 0.43 4.31
TVCOLOR 2.53 1.31 2 0 9 0.87 4.17
NUMFLOORFAN 0.83 1.16 0 0 14 1.92 10.25
NUMSMPHONE 1.68 1.34 2 0 8 0.68 3.45
NHSLDMEM 2.70 1.45 2 1 12 1.15 4.69
Taula 3: Estad´ıstics descriptius de la base de dades del consum d’energia
A part dels estad´ıstics descriptius que s’observen a la Taula 3, un 10% de les llars disposen de piscina i
nome´s un 1.8% produeixen energia solar. Tornant als valor de la taula, pel que fa a la variable dependent,
es pot observar que hi ha me´s prese`ncia de valors elevats que de valors baixos ja que la mediana e´s bastant
inferior a la mitjana. Aquesta caracter´ıstica tambe´ ve donada pel coeficient d’asimetria que e´s positiu. El
mı´nim d’aquesta variable e´s 18.72$ que fa pensar que es tracta d’una vivenda en la que els residents s’han
traslladat fa poc i per tant no tenen un consum d’energia molt elevat. El ma`xim d’aquesta variable e´s
8121.56$ que es pot relacionar amb la despesa d’una familia adinerada o d’una familia molt nombrosa que
viu en un habitatge gran amb molt consum. La curtosi e´s molt elevada el que indica que hi ha una quantitat
molt elevada de dades que tenen aproximadament els mateixos valors o valors semblants.
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Es realitza un histogra`ma per veure aquesta asimetria d’una forma me´s gra`fica. A part, tambe´ es realitza
un gra`fic de caixa per detectar si hi ha prese`ncia d’outliers ja que tenint en compte l’elevat rang de la variable,
e´s molt probable que n’hi hagi.
Respecte les variables independents, la mida mitjana de les llars e´s de 2384 peus quadrats que equivaldria
a uns 221 metres quadrats. Els habitatges a Estats Units so´n molt me´s grans que els d’Espanya i aquestes
xifres so´n normals. La variable que relaciona la superf´ıcie de la llar te´ una desviacio´ t´ıpica molt elevada que,
tenint en compte el valor semblant del coeficient d’asimetria amb la variable de la despesa d’energia, indica
que en la base de dades hi ha cases molt grans. Aixo` s’observa en el ma`xim que indica que hi ha una casa que
te´ 8501 peus quadrats de superf´ıcie que equivaldria a 789.77 metres quadrats. La curtosi en aquesta variable
tambe´ indica que hi ha un gran nombre de cases amb una superf´ıcie semblant pero` aquest apuntament e´s
me´s lleuger que en la variable resposta.
La superf´ıcie considerada no finalitzada o no part de l’habitatge, hi ha diversos casos en el que les obser-
vacions tenen els mateixos valors per aquesta variable que per a la variable que descriu la superf´ıcie total de
la casa per tant porta a pensar que hi ha diverses vivendes de la mostra que so´n a`tics o habitatges encara en
construccio´. La desviacio´ t´ıpica igual que en la superficie total e´s molt elevada pero` no hi ha tanta asimetria.
Parlant de la variable que mesura la superf´ıcie de la casa que te´ calefaccio´, el comportament e´s bastant similar
al de la variable superf´ıcie total ja que la major part de les llars tenen calefaccio´ a tota la casa. El valor de
l¡asimetria e´s exactament el mateix que en la superf´ıcie total. La desviacio´ t´ıpica tambe´ e´s molt elevada de
tal manera que hi haura` valors molt elevats en aquesta variable. La curtosis e´s tambe´ molt elevada en les
dues variables per tant aixo` indica que hi ha un gran nombre d’observacions similars.
Pel que` fa al nombre de dormitoris, la mitjana es troba al voltant de 3 per casa. Les cases me´s grans
obviament seran les que me´s habitacions tinguin arribant fins a un ma`xim de 10 dormitoris. En aquesta
variable la desviacio´ t´ıpica e´s molt baixa degut tabe´ al possible rang de les dades en el que no pot ser que
hi hagi cases amb nombres molt elevats d’habitacions. En aquesta variable a difere`ncia de les anteriors el
coeficient d’asimetria e´s baix per tant les dades so´n bastant sime`triques en aquesta variable pero` la curtosi
segueix sent elevada, la qual cosa indicant apuntament.
El mateix passa amb el nombre de televisors. En mitjana n’hi ha entre 2 i 3 per casa. Igual que abans la
desviacio´ t´ıpica e´s baixa ja que el rang de les dades tambe´ e´s bastant limitat. Hi ha cases que no disposen
de cap televisor mentre que hi ha alguna familia que disposa de fins a 9 televisors. El coeficient d’asimetria
e´s baix i la curtosi molt elevada. Tot i que es podria pensar que hi ha un comportament semblant en el cas
del nombre de ventiladors ja que ambdues variables indiquen la cantitat d’algun electrodome`stic, no e´s aix´ı.
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En el cas del nombre de ventiladors, la mitjana es troba per sota d’un i mirant la mediana s’observa que la
meitat de les cases no disposen de cap ventilador. Hi ha una asimetria molt elevada ja que hi ha cases que
disposen de molts ventiladors. Aquesta e´s la variable amb me´s curtosi de les que s’ha utilitzat i te´ sentit que
el valor sigui molt elevat ja que com a mı´nim el 50% de les dades te´ el mateix nombre de ventiladors que e´s
0.
El nombre de smartphones per casa en mitjana e´s de 1.68 fet que te´ bastant sentit si s’observa la mitjana
del nombre de persones visquent a la casa que e´s una mica superior a 2 per tant aproximadament cada
habitant te´ un smartphone tenint en compte que els nens no en solen tenir. La desviacio´ t´ıpica de les dues
variables tambe´ e´s baixa tambe´ degut al possible rang de les dades. Pel que fa a la asimetria hi ha certa
asimetria per la dreta que indica valors bastant elevats. Les curtosis son semblants i indiquen cert apuntament
en les variables.
Figura 3: Gra`fics descriptius de la variable dependent consum anual d’energia ele`ctrica en do`lars
Tal i com s’ha comentat amb anterioritat, s’han realitzat diversos gra`fics per a la variable resposta que es
poden veure en la Figura 3. A l’histograma s’aprecia una asimetria per la dreta molt elevada que indica valors
molt elevats de la variable, fet que tambe´ es veu representat en el boxplot on es detecta un gran nombre
d’outliers. Aquest fet e´s bastant lo`gic ja que la majoria de la gent te´ cases amb caracter´ıstiques bastant
similars i per tant hi haura` un consum d’energia tambe´ similar. En canvi,la gent adinerada que representa
una petita part de la poblacio´, tindra` cases me´s grans on el consum d’energia sera` major i possiblement seran
els que han estat identificats com a outliers. A continuacio´ es dibuixa un gra`fic per veure el creixement de la
variable dependent en els seus quantils.
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Figura 4: Gra`fics dels quantils de la variable dependent consum anual d’energia ele`ctrica
Si es mira la distribucio´ de la variable resposta en els seus quantils en el grafic de la Figura 4, es pot
observar que el creixement e´s constant a mesura que creix el quantil pero` per als quantils a partir del quantil
90 els valors de la variable aumenten dra`sticament.
5.2 Assegurances
La segona base de dades te´ relacio´ amb la dista`ncia que recorren els conductors en exce´s de velocitat. E´s
conegut que algunes entitats d’assegurances, per tal de posar un preu quan es demana una asseguranc¸a,
demanen que durant un temps, el conductor, afegeixi un petit aparell al costat de la bateria del cotxe.
Aquesta pra`ctica, tot i que encara no esta` gaire extesa, sembla que abara essent dominant. Aquest aparell
recull dades ba`siques de conduccio´ tals com la velocitat o el kilometratge. Aquesta base de dades ha estat
distribuida per una asseguranc¸a de cotxes de la qual s’omet la identitat per motius de privacitat. La base
de dades original disposa de 9614 observacions i 19 variables. Per a realitzar aquest treball s’ha agafat una
submostra de 7691 conductors degut tambe´ a motius de privacitat i veient pre`viament que la magnitud
dels resultats no canviava en gran mesura. Respecte les variables, de la mateixa manera que en la base de
dades anterior, no s’han utilitzat totes les variables disponibles sino´ que s’ha fet una seleccio´ d’algunes. A
continuacio´, a la Taula 4, es pot trobar quines han estat les variables seleccionades per al treball i la seva
descripcio´.
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Tipus Variable Descripcio´
Dependent Toler km 2010
Nombre de kilometres condu¨ıts per
sobre del l´ımit de velocitat.
Independent
lnKm
Logar´ıtme del nombre de kilometres
condu¨ıits durant el 2010.
Porc vurba
Percentatge de kilometres condu¨ıts
en carreteres urbanes.
Porc nocturn Percentatge de kilometres condu¨ıts de nit
Edad Edat a l’inici del 2010.
Sexo Sexe (1 = Home, 0 = Dona).
Taula 4: Descripcio´ de les variables de la base de dades d’assegurances.
Per comenc¸ar a treballar amb la segona base de dades, es comenc¸a fent estad´ıstica descriptiva sobre les
diverses variables per tal de detectar valors anomals i veure les caracter´ıstiques que tenen les diferents vari-
ables seleccionades.
Variable Mitjana Desviacio´ T´ıpica Mediana Mı´nim Ma`xim Asimetria Curtosi
Toler km 2010 1400.12 2008.67 689.42 0 23500.19 3.70 23.75
lnKm 9.26 0.76 9.37 -0.37 10.96 -1.95 13.38
Porc vurba 26.36 14.29 23.47 0 100 1.56 6.33
Porc nocturn 7.01 6.1 5.3 0 46.34 1.03 4.16
Edad 24.77 2.82 24.61 18.11 31.56 0.10 2.23
Taula 5: Estad´ıstics descriptius de la segona base de dades
A part de les variables de la taula anterior, un 50.88% de les observacions so´n homes e´s a dir, hi ha apro-
ximadament el mateix nombre d’homes que de dones. En relacio´ amb la variable dependent, com s’observa
a la Taula 5, la gent no sol conduir per sobre del l´ımit de velocitat durant molts kilometres. Aixo` es sap
perque` la mitjana e´s molt superior a la mediana i hi ha molts casos en que el conductor no ha superat en
cap moment el l´ımit de velocitat. Aquest fet tambe´ pot ser comprovat mirant el coeficient d’asimetria que
e´s positiu i molt elevat. La curtosi e´s molt alta degut a que` la major part de la gent no supera el l´ımit de
velocitat i si ho fan, ho fan durant molt pocs kilometres. A la taula, s’observa tambe´ que hi ha valors molt
elevats ja que el valor me´s alt e´s de 23500.19 kilometres per sobre del l´ımit de velocitat. E´s probable que
aquests valors elevats estiguin relacionats amb l’edat dels conductors ja que es creu que quan me´s jove e´s el
conductor me´s es condueix per sobre els l´ımits de velocitat. Una altra rao´ pot ser la professio´ del conductor,
que requereixi molts desplac¸aments i l’a`mibt on condueix.
Els kilometres condu¨ıts pels diversos conductors es troben en escala logar´ıtmica. En mitjana, la gent
recorre uns 10.000 kilometres en el periode durant el que tenen l’aparell de mesura que e´s d’un any i la
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mediana e´s bastant similar. Tot i que a l’escala logar´ıtmica sembla que no hi ha dista`ncies recorregudes molt
elevades, el valor ma`xim ha recorregut 57.000 kilometres. El coeficient d’asimetria e´s negatiu i bastant elevat
i indica que hi ha certa asimetria per l’esquerra, representant que hi ha me´s valors baixos que elevats, e´s a
dir, en conjunt, certs conductors no agafen molt sovint el cotxe. La curtosi en aquesta variable tambe´ e´s molt
elevada aixo` implica que la major part de les dades tenen valors semblants.
Parlant de les zones por on solen conduir els conductors, aquests no ho solen fer per a`rees urbanes ja que
la mitjana es troba en que els conductors condueixen un 26% del temps per aquest tipus de carreteres. S´ı que
e´s cert que el valor ma`xim e´s 100 que indica que hi ha conductors que nome´s condueixen per a`rees urbanes,
probablement nome´s agafen el cotxe per anar de casa a la feina en zones metroploitanes. En aquesta variable
tambe´ hi ha certa asimetria per la dreta i la curtosi tambe´ e´s elevada.
Fent refere`ncia a quan solen conduir els conductors de la mostra, aquests no solen conduir de nit ja que
en mitjana ho fan nome´s un 7% de la dista`ncia total. El valor me´s alt en aquest cas e´s un 46.34% que pot
ser per dues raons; o be´ el conductor treballa de nit o be´ e´s una persona, possiblement jove, que utilitza el
cotxe per oci. En aquest cas tambe´ hi ha certa asimetria per la dreta pero` e´s bastant lleugera. Tambe´ hi ha
certa curtosi pero` e´s menys forta que en les variables anteriors d’aquesta base de dades.
Per u´ltim el rang d’edat dels conductors es situa entre els 18 i els 32 anys per tant e´s una mostra bastant
jove i la mitjana de la mostra e´s de 24. El coeficient d’asimetria e´s molt baix per tant les observacions
d’aquesta variable son sime`triques i hi ha poca curtosi e´s a dir les dades estan bastant repartides entre els
possibles valors. La rao´ que no hi hagi conductors grans en aquesta mostra prove´ del fet que l’entitat asse-
guradora nome´s va comercialitzar aquesta asseguranc¸a a gent jove.
De la mateixa manera que en la base de dades del consum d’energia, s’estudia me´s a fons la variable
dependent comenc¸ant per un histograma i un gra`fic de caixa.
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Figura 5: Gra`fics descriptius de la variable dependent dista`ncia recorreguda per sobre del l´ımit de velocitat permesa
En l’histograma de la Figura 5 s’observa que la major part dels conductors no superen el l´ımit de velocitat
durant gran part de la conduccio´ pero` en alguns casos es supera en gran mesura. En el gra`fic de caixa es pot
veure aquest fet me´s clarament per la gran cantitat d’outliers que apareixen per la part superior de la caixa.
E´s normal que els gra`fics surtin d’aquesta manera ja que la gent sol respectar les normes de conduccio´. En
alguns casos el l´ımit de velocitat es pot superar per distraccions o per a realitzar algun avanc¸ament i per
aixo` la majoria de valors so´n baixos. Els valors elevats e´s molt probable que corresponguin a gent jove que
en general te´ comportaments d’alt risc en la conduccio´ i a gent que hagi recorregut molts kilometres ja que
es creu que la dista`ncia total i la dista`ncia amb exce´s de velocitat so´n variables molt relacionades. Igual que
en l’altre base de dades es dibuixa el gra`fic que mostra els valors dels quantils de la variable resposta.
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Figura 6: Gra`fics dels quantils de la variable dependent dista`ncia recorreguda per sobre del l´ımit de velocitat permesa
En el gra`fic de la Figura 6 s’observa un comportament de la variable dependent bastant similar al de
la base de dades del consum d’energia. El creixement del nombre de kilometres e´s pra`cticament constant a
mesura que va creixent el quantil pero` a partir del quantil 90 el creixement e´s molt me´s vertical i pot portar
problemes a l’hora d’ajustar un model lineal.
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6 Implementacio´
Per a la realitzacio´ d’aquest treball s’ha utilitzat el software estad´ıstic anomenat R i en aquest apartat es
faran una se`rie de comentaris sobre les funcions que s’han utilitzat per a estimar la regressio´ quant´ılica tant
per els quantils com per al TVaR.
6.1 La funcio´ rq
El programa R te´ un paquet anomenat quantreg creat per Koenker i altres autors [17] que esta` enfocat
a la regressio´ quant´ılica entre altres coses. Aquest paquet disposa d’una funcio´ rq que ajusta la regressio´
quant´ılica i retorna els coeficients de l’efecte estimat d’un conjunt de variables juntament amb la desviacio´
t´ıpica de l’estimacio´, el valor de l’estad´ıstic t i el p-valor del contrast d’hipo`tesi que estudia si el coeficient es
pot considerar 0. La comanda que s’utilitza per ajustar dita regressio´ e´s:
rq(formula = , tau = , data = , subset = , weights = , na.action = ,
method = , model = , contrasts = , ...)
S’ha decidit no posar el codi sencer de la funcio´ ja que aquest utilitza una se`rie de funcions que tambe´
han estat programades per Koenker i que estan incloses en el paquet quantreg. Tot i aix´ı s´ı que es fara` una
explicacio´ dels para`metres que s’han d’introduir a la funcio´ per tal d’obtenir els resultats. A la publicacio´ [16],
es pot trobar una explicacio´ ba`sica sobre el funcionament d’aquesta funcio´ i es plantegen diversos exemples
sobre el seu u´s.
En primer lloc hi ha el para`metre formula. Aquest e´s un para`metre fonamental ja que e´s on s’especifiquen
les variables dependents i la variable resposta. Per tal d’especificar-ho cal fer-ho de la manera:
”Variable resposta ∼ Variable dependent 1 + Variable dependent 2 +...”aix´ı s’indica quines so´n les diferents
variables per a ajustar el model.
El segon para`metre e´s tau i de la mateixa manera que s’ha fet en aquest treball, indica sobre quin quantil
es vol fer la regressio´. E´s un para`metre opcional ja que si no s’especifica cap valor, la regressio´ quant´ılica
s’ajusta per defecte al quantil 0.5 o el que seria la mediana. El valor d’aquest, igual que per als quantils, ha
d’estar entre 0 i 1. Si el valor d’aquest para`metre no esta` entre 0 i 1, no surt cap missatge d’error sino´ que la
funcio´ intenta fer l’ajust i en comptes que apareguin els resultats de l’ajust, apareixen els valors de la funcio´
pe`rdua del quantil per a cada observacio´.
El segu¨ents dos para`metres de la funcio´ indiquen aspectes de la base de dades que s’ha d’utilitzar. El
para`metre data e´s tambe´ de gran importancia per al model ja que e´s el que indica la base de dades de la que
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s’han d’obtenir els valors de les variables. Per altra banda, el para`metre subset e´s opcional i e´s un para`metre
que serveix per indicar si es vol que s’utilitzin unes observacions de la base de dades en concret en comptes
de totes les observacions.
El segu¨ent para`metre e´s el para`metre weights que serveix per donar pesos a les observacions depenent
de la importancia que tinguin. En aquest treball s’ha considerat que totes les variables tenien el mateix
pes i per tant aquest para`mtre no s’ha fet servir. En cas de que les observacions tinguessin pesos la funcio´
objectiu que caldria minimitzar canvia lleugerament. De fet, a la base de dades del consum d’energia, hi
havia ponderacions mostrals pero` per a aquest treball no s’han fet servir i es deixa aquesta qu¨estio´ per a una
possible millora futura.
El para`metre na.action e´s un para`metre opcional que nome´s e´s u´til quan hi ha NAs o dades faltants a
les observacions. Si hi han NAs a la base de dades, la funcio´ rq no aconsegueix ajustar un model a les dades
i surt un missatge d’error. El que es sol fer normalment quan hi ha observacions que tenen NAs e´s utilitzar
la comanda na.omit que els elimina.
El segu¨ent para`metre e´s el para`metre method que serveix per especificar quin e´s el me`tode que es vol
fer servir per ajustar el model. Per defecte el me`tode que s’utilitza e´s ”br” que fa refere`ncia al me`tode de
Barrodale i Roberts aquest me`tode serveix per bases de dades amb uns pocs milers d’observacions. Altres
me`todes que s’accepten so´n ”fn” que fa refere`ncia al me`tode Frisch and Newton per a bases de dades me´s
grans, ”pfn” que e´s una variant del me`tode Frisch and Newton que s’utilitza per a bases de dades encara
me´s grans, ”sfn” que e´s una altra variant del me`tode de Frisch and Newton per a bases de dades amb moltes
variables i amb moltes variables que siguin factors, ”fnc” que permet especificar condicions en els para`metres
del model com per exemple que β1 ≥ 1 i per u´ltim esta`n els me`todes l.lasso” i ”scad” que apliquen penalit-
zacions a les observacions per tal d’ajustar el model.
El para`metre model serveix per si despre`s d’ajustar el model de regressio´ quant´ılica es vol fer un summary
d’aquest. Si no s’especifica el contrari despre`s de fer l’ajust es deixara` el model ajustat en un format per fer
el summary d’aquest.
Per u´ltim hi ha el para`metre contrasts que serveix per especificar, si a part de fer el contrast d’hipo`tesis
sobre els coeficients que s’ha explicat anteriorment, es vol estudiar algun altre contrast en concret. Els punts
suspensius fan refere`ncia a que` poden haver-hi para`metres addicionals per a la funcio´ que provinguin de les
funcions rq.fit.br i rq.fit.fnb, ja que ambdues funcions es troben dins del paquet quantreg.
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6.2 U´s de la funcio´ optim per a la regressio´ quant´ılica
En aquesta part es presenta la funcio´ que s’ha programat per tal d’obtenir els ajustos de la regressio´ quant´ılica
per als quantils τ = (0.25, 0.5, 0.75 i 0.9) a difere`ncia de la funcio´ anterior aqu´ı s´ı que es mostra tot el codi
de les diverses funcions que s’han programat i es fa una explicacio´ sobre com funcionen.
coeficientes <- function(params){
aux <- Y - X%*%params
mult1 <- ifelse(aux>=0,quant,(quant-1))
t(mult1)%*%aux
}
La primera funcio´ e´s la funcio´ coeficientes i l’u´nic que fa e´s calcular el valor de la funcio´ objectiu d’una
formula utilitzant les variables de la base de dades i els coeficients estimats. aux serveix per a calcular la
funcio´ de pe`rdua del quantil i correspon a la condicio´ de la funcio´ indicadora. mult1 e´s el valor de la funcio´
pe`rdua que sera` τ si aux e´s positiu i τ − 1 si e´s negatiu. per u´ltim, el producte de mult1 i aux e´s el que
dona el valor de la funcio´ objectiu. Aquesta funcio´ e´s necessaria per tal d’utilitzar la funcio´ optim. La funcio´
optim el que fa e´s minimitzar el valor d’una funcio´ objectiu (que en el cas d’aquest treball sera` coeficientes)
canviant una se`rie de variables que s’han d’especificar (en aquest cas seran les β).
optim(betaINI,coeficientes,control=list(maxit=2000000, beta = 0.01))
La funcio´ optim s’ha utilitzat tal i com es mostra a sobre. BetaINI correspon als valors que s’han donat
als coeficients de forma provisional per tal de que optim comenci a buscar quins valors de β minimitzen
la funcio´ objectiu. Aquests valors inicials s’explicara` quins so´n i perque` s’han triat a la seccio´ 7. El segon
para`metre de la funcio´ e´s la funcio´ objectiu a minimitzar que com s’ha dit e´s coeficientes. Per u´ltim, el
para`metre control e´s un conjunt d’especificacions per al me`tode d’optimitzacio´ que tambe´ s’explicara` com
s’han triat a la seccio´ 7 d’aquest treball. A continuacio´ es presenta la funcio´ que s’ha utilitzat per fer el
remostreig de les observacions i calcular els coeficients.
standardboot <- function(Y,X,n){
beta90 <- betas
mostra <- sample(x = 1:length(Y), size = n, replace = FALSE)
Yaux <- Y[mostra]
Xaux <- X[mostra,]
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coeficientes90 <- function(params){
aux <- Yaux - Xaux%*%params
mult1 <- ifelse(aux>=0,quant,(quant-1))
t(mult1)%*%aux
}
betaaux <- optim(beta90,coeficientes90,control=list(maxit=200000, beta = 0.01))
beta90 <- betaaux$par
beta90
}
Per aquesta funcio´ e´s necessari aportar la variable resposta que dins la funcio´ sera` Y, una matriu amb les
variables explicatives que dins la funcio´ sera` X i un valor n que correspon al nombre d’observacions que es vol
obtenir en el remostreig. El primer que fa aquesta funcio´ e´s generar n nombres aleatoris sense reposicio´ entre
1 i el nombre d’observacions i guarda en un vector i una matriu (Yaux i Xaux respectivament) les observacions
corresponents als nombres aleatoris escollits. A continuacio´ es torna a definir la funcio´ a optimitzar pero`
aquesta vegada utilitzant Yaux i Xaux per calcular el valor de la funcio´ objectiu. per u´ltim, s’utilitza la funcio´
optim per a obtenir l’estimacio´ dels efectes del model ajustat. Utilitzant el codi segu¨ent es repeteix aquesta
funcio´ 1000 vegades i els guarden els valors dels coeficients en una matriu.
tini <- Sys.time()
for(i in 1:nrep){
coefboot[i,] <- standardboot(Y,X, n)
print(paste0("Repeticio´ ", i, " de 1000."))
}
tfin <- Sys.time()
(tfin - tini)
La funcio´ Sys.time serveix per guardar la hora que marca l’ordinador que s’executa la comanda. Es
guarda a tini l’hora en que es comenc¸a a executar les repliques de la funcio´ anterior i a tfin l’hora que
acaben d’executarse. La resta tfin - tini indica quina ha estat la durada del procediment. A me´s a
me´s, aquesta funcio´ imprimira` un missatge per pantalla que indicara` per quina replica va. Tant la funcio´
standardboot com aquesta so´n molt llargues d’executar i en continuacions d’aquest treball es podria intentar
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optimitzar-les per tal d’obtenir els resultats d’una forma me´s ra`pida. Un cop s’hagin guardat tots els valors
dels coeficients, s’executen les segu¨ents l´ınies de codi.
desv <- rep(NA,11)
for(i in 1:11){
desv[i] <- sd(coefboot[,i],na.rm = TRUE)
}
t.value <- (coeficients-0)/desv
pval <- ifelse(t.value > 0,2*(1 - pnorm(t.value)),2*pnorm(t.value))
resultats <- data.frame("Coefficients" = coeficients ,"sd" = desv,"t.value" = t.value,
"p.value" = pval)
row.names(resultats) <- noms
resultats
En primer lloc, el bucle que es troba al principi d’aquest u´ltim codi correspon al ca`lcul de les desviacions
t´ıpiques de les estimacions. El que fa e´s calcular la desviacio´ t´ıpica per a cada columna de la matriu. T.value
es defineix com al valor de l’estad´ıstic t que s’ha comentat en la seccio´ 3.3 i el pval e´s el p-valor de l’estad´ıstic
t. Els resultats surten en forma de taula on les columnes correspondran al valor de l’efecte estimat, la seva
desviacio´ t´ıpica, l’estad´ıstic t del contrast d’hipo`tesis i al p-valor de cada variable.
6.3 U´s de la funcio´ o´ptim per al cas inspirat en el TVaR
El codi i les funcions utilitzats per a estimar el TVaR so´n bastant similars als utilitzats amb la funcio´ optim
per a la regressio´ quant´ılica a un quantil. De la mateixa manera que abans es presentara` el codi complet per
a aquesta part del treball.
coefTVaR <- function(params){
aux <- Y - X%*%params
ind <- ifelse(aux>=0,0,1)
mult2 <- 1/3 - ind/2 - quant^3/3 + (ind*(quant^2))/2
t(aux)%*%mult2
}
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En primer lloc es necessita definir la funcio´ objectiu que es volia minimitzar. En aquest cas i tal i com
s’ha vist a la seccio´ 4.2 la funcio´ de pe`rdua del quantil era:
ρ(τ) =
(
1
3
− I((Y −Xβ) ≤ 0)
2
− τ
3
3
+
τ2I((Y −Xβ) ≤ 0)
2
)
(17)
Es defineix aux com la condicio´ de la funcio´ indicadora i ind com el valor 0 o 1 d’aquesta funcio´. Igual
que en la funcio´ per a la regressio´ quant´ılica mult2 e´s la funcio´ pe`rdua que te´ la fo`rmula escrita en l’equacio´
(17). De la mateixa manera que abans aquesta definicio´ de la funcio´ objectiu serveix per a poder utilitzar la
funcio´ optim per trobar els valors o`ptims dels coeficients. L’altre punt del codi on hi ha difere`ncies entre la
regressio´ quant´ılica per al quantil i per al TVaR e´s en la funcio´ standardboot.
standardboot2 <- function(Y,X,n){
valors <- betasTVAR
mostra <- sample(x = 1:length(Y), size = n, replace = FALSE)
Yaux <- Y[mostra]
Xaux <- X[mostra,]
coefsdTVaR <- function(params){
aux <- Yaux - Xaux%*%params
ind <- ifelse(aux>=0,0,1)
mult2 <- 1/3 - ind/2 - quant^3/3 + (ind*(quant^2))/2
t(aux)%*%mult2
}
betaaux <- optim(valors,coefsdTVaR,control=list(maxit=200000, beta = 0.01))
valors <- betaaux$par
valors
}
En aquesta funcio´ tambe´ es requereix la provisio´ d’una variable resposta Y, una matriu amb les variables
descriptives X i la quantitat d’observacions que es volen agafar per a realitzar el remostreig. Es tornen a
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seleccionar els nombres aleatoris sense reposicio´ per tal de seleccionar les observacions de forma aleato`ria
i generar les submostres per calcular les desviacions t´ıpiques de les estimacions. A part d’aquestes dues
funcions, l’obtencio´ dels resultats en format de taula, el ca`lcul de les desviacions t´ıpiques i l’execucio´ de 1000
vegades d’aquesta funcio´ es fa de la mateixa manera que en la regressio´ quant´ılica per a un quantil.
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7 Resultats
Anteriorment s’ha vist quina era la fo`rmula per calcular els coeficients de la regressio´ quant´ılica i com es pot
estimar la desviacio´ t´ıpica d’aquests coeficients utilitzant el me`tode bootstrap. El primer que s’ha fet e´s,
comparar els resultats de l’ajust de la regressio´ quant´ılica al quantil 90 entre les dues fucions, la creada i la
predefinida, per tal de veure si esta` ben programada.
7.1 Consum d’energia
Hi ha diversos me`todes per a realitzar la optimitzacio´ dins la funcio´ optim pero` cal valorar quin ens dona el
millor resultat quan es resol el problema d’optimitzacio´. Es planteja escollir el me`tode de la funcio´ optim en
funcio´ del valor obtingut a la funcio´ objectiu i el temps de computacio´ ja que aquest sera` fonamental a l’hora
d’aplicar el me`tode bootstrap. Els valors dels coeficients inicials so´n els obtinguts utilitzant el model lineal
que seran presentats me´s endavant. A la taula segu¨ent es poden veure els resultats dels diferents me`todes
d’optimitzacio´.
Me`tode Temps Funcio´ objectiu
BFGS 0.21 segons 636825.4
Nelder-Mead 10.4 segons 636501.5
Conjugate Gradients 0.32 segons 668057.6
L-BFGS-B 0.62 segons 668062.1
Taula 6: Valors de la funcio´ objectiu i temps de computacio´ dels me`todes d’optimitzacio´
Com es pot observar a la Taula 6, el me`tode BFGS e´s el me´s ra`pid i ens dona un bon resultat a la funcio´
objectiu pero`, el me`tode Nelder-Mead triga bastant me´s pero` redueix bastant el valor de la funcio´ objectiu
aleshores cal valorar quin d’aquests dos me`todes s’utilitzara` per realitzar l’optimitzacio´. El me`tode escollit en
aquest treball ha estat el de Nelder-Mead ja que s’ha prioritzat el valor de la funcio´ objectiu sobre el temps
de computacio´. Els me`todes de Conjugate Gradients i L-BFGS-B tenen resultats molt semblants entre ells,
el temps de computacio´ e´s baix pero` el valor de la funcio´ objectiu e´s molt me´s elevat que en els altres dos
casos i aixo` fa que siguin descartats directament. L’u´nic problema d’haver escollit el me`tode de Nelder-Mead
per a realitzar l’optimitzacio´ e´s que quan es faci el me`tode bootstrap per a calcular les desviacions t´ıpiques,
el temps de computacio´ sera` molt elevat.
Durant la realitzacio´ d’aquest treball es va arribar a un resultat molt important el qual e´s necessari co-
mentar. Un cop seleccionat el me`tode d’optimitzacio´ va caldre determinar quins haurien de ser els valors
inicials dels coeficients. Es va provar a realitzar l’optimitzacio´ desde diversos punts inicials i es va veure que
en tots ells la funcio´ convergia pero` els valors de la funcio´ objectiu eren diferents cada vegada. Es presenten
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els resultats de les funcions objectius partint desde diversos punts.
Funcio´ objectiu
Partint de β = 0 887175.9
Partint de β = 1 814031.0
Partint de β = 500 1881703.0
Partint de β = βlm 636501.5
Partint de β = 1000 3997845.0
Taula 7: Valors de la funcio´ objectiu optimitzant desde diversos punts inicials
Com s’observa a la Taula 7, partint desde diversos punts a l’hora d’optimitzar, s’obtenen valors de la funcio´
objectiu diferents i per tant els valors dels coeficients estimats tambe´ canvien. Aixo` vol dir que la funcio´ que
s’esta` optimitzant te´ mı´nims locals i e´s fa`cil que el me`tode d’optimitzacio´ convergeixi a un d’ells quan el que
es desitja e´s que el me`tode convergeixi al mı´nim absolut. La quantita de mı´nims locals que hi ha a la funcio´
e´s bastant elevada ja que si es comenc¸a fent que totes les β siguin iguals a 0 ja s’obte´ un resultat diferent que
fent que totes les β siguin iguals a 1. Una continuacio´ d’aquest treball ser´ıa explorar en detall els diferents
me`todes d’optimitzacio´ i tunejar els para`metres per intentar arribar al mı´nim absolut. En vista dels valors
de la taula, es decideix realitzar primer una estimacio´ per mı´nims quadrats ordinaris i prendre els valors dels
coeficients d’aquesta estimacio´ com a valors inicials ja que so´n els que donen un valor de la funcio´ objectiu me´s
baix. Tambe´ es veu que si es prenen valors de β inicials molt grans, el valor de la funcio´ objectiu e´s molt elevat.
Un cop establerts tant el punt desde el qual es comenc¸a a calcular l’optimitzacio´ com el me`tode per fer-ho,
es passa a calcular els valors dels coeficients de la regressio´ quant´ılica per a diversos quantils. Aquests es
presenten a continuacio´ en forma de taula.
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Variable βlm βrq0.25 βop0.25 βrq0.50 βop0.50 βrq0.75 βop0.75 βrq0.90 βop0.90
Constant 512.22 277.19 94.03 478.84 339.19 697.07 514.69 939.81 843.49
TOTSQFT EN 0.031 0.005 0.006 0.043 0.040 0.012 0.012 0.066 0.065
SWIMPOOL 650.24 486.27 485.52 569.45 582.50 761.62 766.36 866.54 868.75
TOTCSQFT 0.12 0.12 0.12 0.14 0.14 0.12 0.12 0.10 0.103
TOTHSQFT -0.023 -0.033 -0.035 -0.089 -0.085 -0.018 -0.019 0.04 0.043
BEDROOMS 66.14 50.83 51.18 79.29 79.51 84.26 83.77 68.89 71.30
SOLAR 179.07 183.03 182.19 125.80 133.24 185.13 185.66 37.84 90.97
TVCOLOR 106.04 92.54 92.10 101.93 102.65 128.23 128.17 141.81 141.50
NUMSMPHONE 25.61 16.25 16.51 35.03 33.83 24.20 25.36 -3.90 -3.68
NUMFLOORFAN -1.85 2.52 2.46 -9.40 -7.56 5.47 5.31 8.20 8.92
NHSLDMEM 76.93 56.98 57.18 68.27 68.63 110.74 110.14 152.46 151.70
Funcio´ Objectiu - 887667.1 837568.3 1196495 1172916 1073849 1044440 637309.6 636501.5
Taula 8: Efectes de les variables dependents en la regressio´ quant´ılica per a diferents quantils.
Com es pot observar a la Taula 8 els valors de les funcions objectiu utilitzant la funcio´ optim so´n me´s
baixes que els de la funcio´ rq on sempre es troben difere`ncies en les estimacions de la constant i en el cas
de la regressio´ pel quantil 0.9 tambe´ hi ha difere`ncia en l’estimacio´ de la variable SOLAR. E´s interessant
afegir els valors dels coeficients realitzant la regressio´ lineal perque` com per exemple en el cas de la variable
TOTCSQFT els valors dels coeficients de les regressions per als diferents quantils so´n sempre semblants als de
la regressio´ lineal. No s’indica el valor de la funcio´ objectiu del model lineal perque` el problema d’optimitzacio´
que es resol per calcular els coeficients e´s diferent que el de la regressio´ quant´ılica. Per tal de veure l’evolucio´
dels efectes de les variables amb me´s claredat es presenta un gra`fic que representa els efectes dels coeficients
a mesura que es va augmentant el quantil.
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Figura 7: Gra`fics dels efectes de les variables a mesura que augmenta el quantil en la base de dades de consum d’energia.
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En els gra`fics de la Figura 7, la l´ınia negra correspon als valors del coeficients estimats utilitzant rq per a
la regressio´ quant´ılica. La l´ınia blava, correspon als coeficients de la regressio´ quant´ılica utilitzant la funcio´
creada amb optim. La l´ınia vermella continua representa els coeficients de la regressio´ lineal i les dues l´ınies
discontinues que l’envolten representen els intervals de confianc¸a d’aquests coeficients.
Si tots els valors dels efectes de la regressio´ quant´ılica de cada variable es troben dins l’interval de la
regressio´ lineal, es considera que l’efecte de la regressio´ quant´ılica per aquella variable e´s igual a l’efecte de la
regressio´ lineal. Es veu que en alguns casos, hi ha algunes variables com per exemple la variable BEDROOMS
i la variable NUMFLOORFAN que tenen tots els valors per als diferents quantils dins l’inte`rval per tant els
dos tipus de regressio´ estimen el mateix efecte.
L’evolucio´ de les diferents variables a mesura que augmenta el quantil es molt semblant comparant les
dues funcions per a estimar la regressio´ quant´ılica. Tal i com s’ha comentat, la major difere`ncia es troba en
l’estimacio´ de la constant i en l’u´ltim quantil amb la variable SOLAR mentre que per les altres variables els
efectes estimats so´n molt semblants.
En el cas de la constant es veu que pels quantils me´s baixos, el valor e´s me´s baix i que a mesura que creix
en quantil tambe´ augmenta l’efecte constant aixo` i que excepte per al quantil 0.5 en el cas de la funcio´ rq i
per al quantil 0.75 en el cas de la funcio´ optim els valors dels efectes es troben fora de l’interval de confianc¸a
de l’efecte del model lineal.
Per a la variable TOTSQFT EN, a mesura que el quantil augmenta, l’efecte no te´ per que` fer-ho. El valor
del quantil 0.75 e´s me´s baix que el del 0.5 i despre`s torna a creixer. En aquest cas les dues funcions estimen
valors semblants per als efectes pero` en cap cas es surt de dins l’interval de confianc¸a del model lineal per
tant l’efecte pot considerar-se igual al del model lineal.
Per a la variable SWIMPOOL les estimacions es comporten bastant semblant a l’efecte de la variable
constant. En aquest cas els valors de les dues funcions programades en R tenen valors molt semblant i per
als primers quantils i els u´ltims els coeficients es troben fora de l’interval de confianc¸a del model lineal.
Fent refere`ncia a la variable a la variable TOTCSQFT les dues funcions estimen els mateixos efectes. Del
quantil 0.25 al 0.5 l’efecte creix pero` del 0.5 cap endevant l’efecte de la variable decreix pero` mai surt de
l’interval de confianc¸a del model lineal per tant tambe´ es pot considerar que aquesta variable en la regressio´
quant´ılica te´ el mateix efecte que el model lineal.
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Per a la variable TOTHSQFT, per al quantil 0.25 l’efecte es considera igual al del model lineal i decreix
arribant a un valor negatiu al quantil 0.5 i sortint de l’interval de confianc¸a. A partir del quantil 0.5 l’efecte
torna a creixer i per al quantil 0.9 l’efecte tambe´ es considera diferent al del model lineal.
En quant al nombre de dormitoris l’efecte comenc¸a creixent des del quantil 0.25 fins al 0.75 i despre`s
decreix lleugerament. Per a tots els quantils les funcions estimen els mateixos efectes i en cap moment es pot
considerar diferent que l’efecte del model lineal.
Per a la variable SOLAR, l’efecte de la variable comenc¸a decreixent fins al quantil 0.5, del quantil 0.5 al
0.75 torna a creixer i del 0.75 al 0.9 torna a decreixer. Per al quantil 0.9 les estimacions de les dues funcions
so´n diferents pero` en cap dels dos casos es surt de l’interval de confianc¸a del model lineal. Els creixements
i decreixements de l’efecte, tot i ser elevats, no surten de l’interval de confianc¸a de l’efecte del model lineal
degut a l’elevada desviacio´ t´ıpica d’aquest.
Per al nombre de televisors a color l’efecte creix del quantil 0.25 al 0.9. Els efectes estimats de les dues
funcions so´n molt semblants i per al quantil 0.25 l’efecte es considera igual al del model lineal i a partir del
0.75 ja es pot considerar diferent.
En respecte al nombre de tele`fons mo`bils, el comportament de l’efecte de la variable e´s el mateix que
en la variable TOTCSQFT. Comenc¸a amb un creixement important des del quantil 0.25 fins al quantil 0.5.
A partir del quantil 0.5 comenc¸a a haver-hi un decreixement lleu que es pronuncia a partir del quantil 0.75
arribant a sortir de l’interval de confianc¸a en el quantil 0.90.
Una altre variable en la que no es diferencia l’efecte entre la regressio´ lineal i la regressio´ quant´ılica e´s el
nombre de ventiladors a la casa. L’efecte comenc¸a decreixent i a partir del quantil 0.5 creix fins al quantil
0.9. Sembla que per al quantil 0.5 hi ha certa diferencia entre la funcio optim i la funcio´ rq on la primera
dona un valor lleugerament me´s elevat.
Per u´ltim, el nombre d’habitants de la casa s´ı que mostra difere`ncies entre l’efecte estimat per la regressio´
lineal i la regressio´ quant´ılica. L’efecte creix desdel primer moment pero` no e´s fins al quantil 0.75 que es pot
considerar que els efectes so´n diferents als de la regressio´ lineal. Les funcions estimen valors molt semblants
per a tots els quantils.
Tenint en compte la taula dels efectes i els gra`fics que s’acaben de comentar, s’observa que en una gran
part de les variables l’efecte de la regressio´ lineal i el de la regressio´ quant´ılica es poden considerar iguals pero`,
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com hi ha unes quantes variables en la que aixo` no es compleix, e´s convenient aplicar la regressio´ quant´ılica
si realment es vol explicar com afecta el valor d’un regressor en el quantil de la resposta. Tambe´ es veu que
en la major part dels casos en els que es considera que hi ha difere`ncies entre els dos tipus de regressio´, sol
ser en els quantils me´s elevats. Degut a aquesta difere`ncia d’efectes entre regressions per al quantil 0.9 i com
que un dels objectius d’aquest treball e´s estudiar una mesura del risc, es decideix centrar-se en els efectes del
quantil 0.9.
Variable βrq βoptim Sdrq Sdoptim p.valorrq p.valoroptim
Constant 939.81 843.49 83.69 119.81 0 0
TOTSQFT EN 0.066 0.065 0.039 0.018 0.091 0.0003
SWIMPOOL 866.54 868.75 114.35 56.53 0 0
TOTCSQFT 0.1 0.103 0.033 0.017 0.002 0
TOTHSQFT 0.043 0.043 0.04 0.025 0.27 0.09
BEDROOMS 68.88 71.30 30.12 19.94 0.022 0
SOLAR 37.84 90.97 124.16 106.44 0.761 0.39
TVCOLOR 141.81 141.50 18.35 10.05 0 0
NUMSMPHONE -3.9 -3.68 21.94 11.54 0.86 0.75
NUMFLOORFAN 8.2 8.92 24.02 9.92 0.73 0.37
NHSLDMEM 152.46 151.70 22.13 10.86 0 0
Taula 9: Regressio´ quant´ılica al quantil 0.9 de les dades de consum d’energ´ıa
Com s’observa a la Taula 11, els valors de β obtinguts a partir de la funcio´ que s’ha creat so´n bastant
similars als de la funcio´ rq. La constant e´s un dels pocs casos on la funcio´ creada i la funcio´ rq difereixen
sobre l’efecte. La funcio´ optim estima un valor constant me´s baix pero` estima un valor de la desviacio´ t´ıpica
me´s elevat que la funcio´ rq. El coeficient indica que per al quantil 0.9 hi ha un consum d’energia base de
843.49$. En cap de les dues funcions es considera que l’efecte de la constant no sigui important per al model.
Totes les interpretacions que es faran suposaran que la resta de variables es mantenen igual.
Respecte la variable TOTSQFT EN, e´s una variable a la que s’estima un efecte molt baix en les dues
funcions. Aixo` implica valors me´s baixos en l’estimacio´ de la desviacio´ t´ıpica. En aquest cas els efectes
estimats entre les dues funcions so´n pra`cticament ide`ntics pero` la desviacio´ t´ıpica e´s me´s baixa en la funcio´
optim. Tot i que el valor del coeficient e´s molt proper a 0, al tenir una desviacio´ t´ıpica molt baixa, el p-valor
per a la funcio´ optim indica que e´s una variable important per al model. Com que la desviacio´ t´ıpica estimat
per la funcio´ rq e´s me´s elevat fa que el p-valor sigui 0.09 aix´ı que depenent de la rigorositat que es vulgui
tenir es pot considerar que la variable te´ efecte. El valor del coeficient indica que per cada peu quadrat que
tingui la casa de superf´ıcie, el quantil 0.9 del cost en energia augmenta 0.065$. E´s molt rellevant assenyalar
que al model lineal s’obtenia un valor del coeficient igual a 0.031 que en aquest cas ind´ıca que un peu quadrat
implica un increment mitja` del cost en energia de 0.031$
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La variable SWIMPOOL e´s una altra variable en la que` s’estima un coeficient molt elevat. Els coeficients
entre les dues funcions so´n molt semblants i indiquen que el fet de tenir piscina fa augmentar al quantil 0.9 del
consum d’energia en 868.75$. De la mateixa manera que en la variable anterior, la desviacio´ t´ıpica estimada
per la funcio´ optim e´s molt me´s baixa que en la funcio´ rq pero` en aquest cas el p-valor de les dues funcions indi-
ca que la variable te´ un efecte important en el model. Cal veure tambe´ la difere`ncia d’aquest valor i l’obtingut
en la regressio´ lineal. A la taula 11 es pot veure que l’increment esperat del cost en tenir piscina e´s de 650.24$
Tornant a una altra variable que fa refere`ncia a la superf´ıcie de l’habitatge, la variable TOTCSQFT tambe´
te´ valors estimats molt baixos que so´n semblants entre les dues funcions per ajustar el model. Una vegada
me´s, la desviacio´ t´ıpica d’aquesta variable e´s me´s baixa en la funcio´ creada que en la funcio´ rq tot i que
les dues so´n molt baixes. El p-valors de les dues funcions ind´ıquen que la variable te´ un efecte important
per al model que e´s que per cada unitat que augmenti aquesta variable, el quantil 0.9 del consum d’energia
augmenta 0.103$.
L’u´ltima variable que fa refere`ncia a una part de superf´ıcie de la casa e´s la variable TOTHSQFT. Per
aquesta variable el coeficient estimat e´s el mateix i indica que per cada unitat que augmenta aquesta variable
el quantil 0.9 del cost d’energia augmenta 0.043$. Les desviacions t´ıpiques per aquesta variable tambe´ so´n
molt baixes tot i que ho e´s me´s en la funcio´ optim. Respecte als p-valors, la funcio´ rq indicaria que es pot
considerar aquesta variable no e´s important per al model mentre que el p-valor ind´ıca que en un nivell de
significacio´ del 5% aquesta variable no es considera important, pero` depenent del me`tode d’estimacio´ que es
vulgui fer servir s´ı que podria afectar al model.
A priori el nombre de dormitoris de la casa fa pensar que ha de ser una variable important per al consum
d’energia ja que quants me´s dormitoris, me´s energia es consumeix. Les estimacions dels coeficients d’aquesta
variable per a les dues funcions ind´ıquen que aquesta suposicio´ es certa tot i que so´n una mica diferents entre
elles en el cas del quantil 0.9. Les desviacions t´ıpiques, com en la major part de les variables de les que s’ha
parlat fins ara, e´s me´s alta en la funcio´ rq pero` aquesta difere`ncia en la desviacio´ t´ıpica canvia els resultats
del contrast d’hipo`tesis. En els dos casos, el p-valor e´s significatiu fet que indica que la variable es consideri
important per al model. Per cada habitacio´ que hi hagi, en el quantil 0.9 del consum d’energia augmenta en
71.3$.
L’altra variable que te´ valors molt diferents entre les funcions per ajusta la regressio´ quant´ılica e´s la
variable SOLAR. Per aquesta variable, la funcio´ rq dona un valor al coeficient molt me´s baix que la funcio´
que s’ha creat en aquest treball. Tot i aix´ı, la desviacio´ t´ıpica segueix sent molt me´s baixa en la funcio´ optim.
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L’efecte estimat indica que el fet de produir energia solar fa augmentar el quantil 0.9 del cost d’energia en
90.97$ en el cas de la funcio´ optim i en 37.84$ en la funcio´ rq. El p-valor per als dos casos e´s molt elevat i
ind´ıca que no hi ha evide`ncies significatives per dir que la variable e´s important per al model.
Entrant ja a les variables que tenen me´s relacio´ amb electrodome`stics, e´s raonable pensar que quant me´s
elevats siguin els valors d’aquestes variables me´s elevat sera` el quantil 0.9 del consum d’energia ja que hi
haura` me´s extrems. En el cas del nombre de televisors de la casa, l’efecte estimat en les dues funcions e´s
pra`cticament ide`ntic i indica que per cada televisor que hi ha a la casa, el quantil 0.9 del consum d’energ´ıa
augmenta en 141.5$ al quantil 0.9. La desviacio´ t´ıpica estimada utilitzant la funcio´ optim e´s me´s baixa que
en l’altra funcio´ pero` tenint en compte els valors dels coeficients, en ambdos casos la desviacio´ t´ıpica e´s baixa.
Els p-valors ind´ıquen que aquesta variable e´s important per al model.
Un resultat sorprenent per al model e´s el de la variable que indica el nombre de tele`fons mo`bils a la casa.
E´s fa`cil pensar que quants me´s mo`bils hi han en una casa, la familia e´s me´s adinerada i que per tant hi ha
en tende´ncia un consum me´s elevat d’energia pero` els valors estimats per als coeficients ind´ıquen que l’efecte
d’aquesta variable e´s negatiu, e´s a dir, per cada mo`bil que hi ha a la casa, el quantil 0.9 del consum d’energia
disminueix en 3.68$. La desviacio´ t´ıpica e´s bastant elevada en comparacio´ amb les estimacions dels coeficients
en les dues funcions i aixo` tambe´ fa que el p-valor ind´ıqui que la variable no e´s important per al model. No
s’ha trobat gaire sentit a aquest resultat, podria indicar l’abse`ncia dels residents i potser una major mobilitat
L’u´ltima variable que fa refere`ncia a electrodome`stics e´s el nombre de ventiladors de la casa. Les dues
funcions realitzen estimacions similars d’aquest efecte i e´s me´s baix del que es pot pensar a priori d’aquesta
variable. Per cada ventilador, s’estima que el quantil 0.9 del cost d’energia augmenta en 8.92$. La desviacio´
t´ıpica e´s molt me´s baixa en la funcio´ optim pero` en les dues funcions aquesta e´s molt elevada i per aixo` el
p-valor ind´ıca que la variable no e´s important per al model.
Per u´ltim, la variable que ind´ıca el nombre d’habitants a la casa e´s de les que me´s efecte te´ en el consum
d’energia. Les dues funcions estimen efectes semblants tot i que la desviacio´ t´ıpica segueix sent me´s baixa
en la funcio´ optim. El coeficient s’interpreta que per cada habitant que hi hagi a la casa, el quantil 0.9 del
consum d’energia augmenta en 151.7$. Les desviacions t´ıpiques so´n molt me´s baixes que les estimacions dels
coeficients en les dues funcions i per aixo` el p-valor ind´ıca que la variable e´s important per al model.
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7.2 Assegurances
En aquesta part del treball es presenten els resultats de la regressio´ quant´ılica per a la segona base de dades
relacionada amb assegurances. Com ja s’ha explicat abans l’eleccio´ del me`tode d’optimitzacio´ i quins valors
inicials dels coeficients es prenien per inicialitzar l’optimitzacio´, es passa directament a evaluar l’evolucio´
dels coeficients a mesura que augmenta el quantil. A la segu¨ent taula es presenten els valors dels coeficients
estimats per als diferents quantils.
Variable βlm βrq0.25 βop0.25 βrq0.50 βop0.50 βrq0.75 βop0.75 βrq0.90 βop0.90
Constant -8120.85 -2824.98 -2826.85 -4588.69 -4587.25 -6281.67 -6287.51 -6451.74 -6460.71
lnkm 1062.54 359.81 360.16 603.55 603.40 894.77 895.21 1086.12 1086.72
Porc Vurba -21.31 -2.95 -2.96 -9.11 -9.10 -21.36 -21.36 -38.64 -38.67
Porc Noctur 5.35 3.18 3.17 3.49 3.52 4.07 4.13 19.69 20.05
Edat 1.37 -2.77 -2.81 -0.52 -0.53 2.42 2.46 2.19 2.32
Sexe 329.98 97.51 97.68 204.34 204.05 364.79 364.73 582.63 577.85
Funcio´ Objectiu - 2170734 2170734 4641000 4641202 3945614 3945614 2919434 2919435
Taula 10: Efectes de les variables dependents en la regressio´ quant´ılica per a diferents quantils en la base de dades d’assegu-
rances.
Com s’observa a la Taula 10, en aquest cas no hi ha pra`cticament cap difere`ncia entre els valors dels
efectes estimats de la funcio´ rq i optim i aixo` es veu reflectit en els valors de la funcio´ objectiu que so´n
iguals o en alguns casos la funcio´ rq dona valors me´s baixos. Al estar-se utilitzant exactament els matei-
xos para`metres en la funcio´ optim que a la base de dades anterior, e´s possible que els valors de la funcio´
objectiu puguin disminuir me´s. A continuacio´ es presenten els gra`fics de l’evolucio´ dels efectes de les variables.
Observant els gra`fics de la Figura 8 es veu que en aquesta base de dades els coeficients que s’han estimat
es diferencien molt me´s dels coeficients del model lineal que els estimats per l’anterior base de dades. Tal
i com s’ha vist reflexat a la taula, les dues funcions estimen valors molt similar per a totes les variables
en tots els quantils. En el cas de l’efecte constant, en cap moment es pot considerar que sigui igual a l’e-
fecte constant del model lineal. Aquest efecte sempre e´s negatiu i decreix de forma me´s o menys constant
fins al quantil 0.75. A partir del quantil 0.75 la funcio´ segueix decreixent pero` ho fa d’una forma menys brusca.
Per a la variable que indica els nombre de kilometres recorreguts l’efecte e´s creixent durant tots els quan-
tils i bastant constant. Desdel quantil 0.25 fins al 0.75 es pot considerar que aquest e´s diferent de l’efecte del
model lineal. Per al quantil 0.9 l’efecte s´ı que es considera igual al del model lineal.
Per a la variable que indica el percentatge de kilometres recorreguts durant el dia, l’efecte va decreixent
cada vegada me´s a mesura que el quantil augmenta. Per al quantil 0.25, aquest efecte e´s pra`cticament 0 i a
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Figura 8: Gra`fics de l’evolucio´ dels efectes de les variables a mesura que augmenta el quantil en la base de dades d’assegurances.
mesura que augmenta el quantil te´ un valor negatiu me´s elevat. Per als quantils 0.25 i 0.5, l’efecte d’aquesta
variable fa disminuir menys el quantil de la variable resposta que l’efecte estimat per al model lineal. Per al
quantil 0.75, es considera que aquest efecte e´s igual que el del model lineal i per al quantil 0.9, s’observa que
es pot tornar a considerar que l’efecte e´s diferent al del model lineal.
Per a la variable que indica el percentatge de kilometres conduits de nit l’efecte e´s practicament el mateix
tot i que va creixent lentament a mesura que creix el quantil. A partir del quantil 0.75 aquest creixement
augmenta bruscament i s’obte´ l’u´nic efecte que es pot considerar diferent que l’efecte del model lineal per
aquesta variable.
Per u´ltim, es comenten les dues variables que tenen relacio´ amb les caracter´ıstiques del conductor que
so´n l’Edat i el Sexe. Pel que fa a l’edat, l’efecte pra`cticament no varia respecte el quantil 0.25 fins al 0.9
tot i que per als dos primers quantils que s’han estudiat aquesta variable te´ efecte negatiu i per als quantils
0.75 i 0.9 te´ efecte postiu. Tot i aix´ı en cap dels casos es pot considerar que aquest efecte sigui diferent al
del model lineal. En relacio´ a la variable sexe, el comportament e´s l’invers del de la variable Porc Vurba, a
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mesura que el quantil va augmentant, l’efecte augmenta en major mesura. Per els quantils 0.25 i 0.5 l’efecte
e´s menor que el del model lineal i es pot considerar diferent. Per al quantil 0.75 l’efecte es pot considerar
igual i per al quantil 0.9 es pot tornar a considerar diferent i major. De la mateixa manera que en la base de
dades anterior, en aquest treball el principal intere´s es troba en els quantils me´s elevats i per aixo` s’exploren
els resultats per al quantil 0.9 de forma me´s exhaustiva.
Variable βrq βoptim Sdrq Sdoptim p.valorrq p.valoroptim
Constant -6451.74 -6460.71 747.77 1057.52 < 0.001 < 0.001
Lnkm 1086.12 1086.72 58.49 89.27 < 0.001 < 0.001
Porc Vurba -38.64 -38.67 2.59 3.17 < 0.001 < 0.001
Porc Noctur 19.69 20.05 10.01 12.76 0.049 0.117
Edat 2.19 2.32 16.70 21.57 0.900 0.910
Sexe 582.63 577.85 100.70 141.87 < 0.001 < 0.001
Taula 11: Regressio´ quant´ılica al quantil 0.9 de les dades d’assegurances de cotxes
Tal i com s’ha vist anteriorment, els valors dels coeficients estimats so´n bastant similars entre les funci-
ons pero` on s´ı que es poden apreciar canvis importants e´s en l’estimacio´ de les desviacions t´ıpiques. Per a
l’efecte constant, s’estima un efecte negatiu molt elevat e´s a dir, al quantil 0.9 tots els conductors parteixen
d’un nombre de kilometres recorreguts per sobre del l´ımit de velocitat negatiu i aquest es va incrementant a
mesura que es van afegint els efectes de les variables. Sent me´s concrets, es parteix de -6460.71 kilometres.
La desviacio´ t´ıpica estimada a partir de la funcio´ rq e´s molt me´s baixa que l’estimada a partir de la funcio´
optim pero` en ambdos casos el p-valor e´s significatiu per tant es tenen evide`ncies estad´ıstiques per considerar
que aquest efecte constant e´s important per al model.
Una altra variable que te un efecte important i de la que e´s obvi que tindra` un valor elevat del coeficient
e´s el logaritme del nombre de kilometres recorreguts. E´s lo`gic pensar que quants me´s kilometres recorre un
conductor, me´s kilometres recorrera` per sobre del l´ımit de velocitat. La variable explicativa al estar en escala
logar´ıtmica s’interpreta diferent que les altres variables. En aquest cas, l’increment d’un 1% en el nombre de
kilometres recorreguts fa augmentar el quantil 0.9 en 1086.72 els kilometres recorreguts per sobre del l´ımit
de velocitat. Pel que fa a la desviacio´ t´ıpica d’aquesta variable la funcio´ optim tambe´ estima un valor de la
desviacio´ t´ıpica me´s alt que en la funcio´ rq tot i que e´s bastant baixa considerant el valor dels coeficients.
Aquesta variable tambe´ te´ els dos p-valors significatius per tant es pot considerar que e´s d’importancia per
al model.
Fent refere`ncia a per quines zones es solen conduir els vehicles, la variable Porc vurba estima que el co-
eficient e´s de -38.67 i e´s lo`gic ja que aixo` ind´ıca que per cada 1% de la dista`ncia recorreguda per carreteres
urbanes fa disminuir el quantil 0.9 del nombre de kilometres recorreguts per sobre del l´ımit de velocitat. Les
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desviacions t´ıpiques de les dues variables en aquest cas so´n bastant similars i els p-valors de les variables
donen significatius en ambdues funcions per tant es pot considerar que la variable e´s important per al model.
Parlant del moment en que els conductors condueixen el seu vehicle, la variable Porc noctur estima un
efecte positiu tot i que e´s bastant baix. Aquesta variable es pot relacionar amb el fet que els conductors
que utilitzen el cotxe per la nit siguin en general gent jove que l’utilitzi per oci i pot portar a pensar que
aquests conductors en general tindran valors per sobre del l´ımit de velocitat bastant elevats. La desviacio´
t´ıpica d’aquesta variable e´s alta tenint en compte els valors dels coeficients estimats. Per aixo`, en el cas
d’utilitzar la funcio´ rq hi ha dubtes a l’hora de considerar aquesta variable com a important per al model ja
que el p-valor e´s molt proper a 0.05 i si es pren com a nivell de significacio´ el 95%, el contrast esta´ just al
l´ımit de ser rebutjat. Aixo` no passa en el cas d’utilitzar la funcio´ optim ja que el p-valor e´s me´s elevat i per
tant es consideraria que l’efecte d’aquesta variable no e´s important en l’ajust. La interpretacio´ del coeficient
estimat e´s que per cada 1% dels kilometres conduits de nit, el quantil 0.9 del nombre de kilometres conduits
per sobre del l´ımit de velocitat augmenta en 20.05.
Fent refere`ncia a les caracter´ıstiques dels conductors, la variable edat, tal i com s’ha comentat abans, es
podria esperar un valor del coeficient negatiu, e´s a dir, quanta me´s edat tingui el conductor me´s responsable
sera` i aixo` fara` disminuir el nombre de kilometres per sobre del l´ımit de velocitat. Es sorprenent que l’efecte
estimat per les dues funcions, tot i ser proper a 0, e´s positiu fet que indicar´ıa el contrari del que es pensava
a priori. Per cada any de me´s que tingui el conductor, el quantil 0.9 del nombre de kilometres per sobre
del l´ımit de velocitat augmenta en 2.32. Les desviacions t´ıpiques d’aquesta variable so´n molt elevades en
comparacio´ amb els coeficients estimats i per aixo` els p-valors so´n molt propers a 1 indicant que la variable
no es considera important per al model.
Per u´ltim, la variable sexe de la mateixa manera que el nombre de kilometres recorreguts estima un efecte
positiu elevat sobre la variable resposta. El valor del coeficient indica que el quantil 0.9 del total de kilometres
recorreguts amb exce´s de velocitat dels homes e´s 577.85 kilometres superior al de les dones. La desviacio´
t´ıpica es baixa tenint en compte el valor tant elevat del coeficient i aixo` fa que el p-valor sigui 0 donant aix´ı
evide`ncies estad´ıstiques per considerar que la variable sexe e´s important per al model del quantil 0.9.
47
8 Resultats per al cas inspirat en el TVAR
De la mateixa manera que per a la regressio´ quant´ılica s’han realitzat les estimacions dels coeficients per
a diferents quantils, tambe´ s’han realitzat les estimacions dels coeficients per al cas inspirat en el TVaR a
diferents quantils tot i que quan s’utilitza el TVaR es sol fer-ho per a quantils molt elevats. Per a obtenir
els resultats s’ha utilitzat el mateix me`tode d’optimitzacio´ amb els mateixos para`metres i els mateixos valors
dels coeficients inicials que per a la regressio´ quant´ılica per a un quantil.
8.1 Consum d’energia
A la taula segu¨ent es presenten les estimacions dels coeficients per als diferents TV aRτ juntament amb les
desviacions t´ıpiques estimades. A part, es mostra el p-valor dels coeficients de les variables per al quantil 0.9
per veure si es consideren u´tils per a l’ajust o no.
Variable βlm β0.25 Sd0.25 β0.5 Sd0.5 β0.75 Sd0.75 β0.9 Sd0.9 p.valor0.9
Constant 512.22 516.62 132.56 547.64 95.97 700.81 110.17 222.77 435.00 0.61
TOTSQFT EN 0.031 0.021 0.016 0.01 0.024 0.038 0.027 0.17 0.05 0
SWIMPOOL 650.24 784.35 41.89 827.16 55.39 805.35 65.05 858.50 174.40 0
TOTCSQFT 0.12 0.14 0.018 0.12 0.017 0.12 0.017 0.073 0.03 0.015
TOTHSQFT -0.023 -0.057 0.03 -0.011 0.03 0.046 0.027 -0.009 0.05 0.87
BEDROOMS 66.14 79.78 14.75 76.0 18.89 80.43 22.31 91.84 39.50 0.02
SOLAR 179.07 124.37 119.23 207.54 90.42 176.01 105.41 928.49 432.98 0.03
TVCOLOR 106.04 119.36 10.23 135.84 12.98 139.82 11.57 111.17 25.40 0
NUMSMPHONE 25.61 26.26 11.81 23.83 12.33 18.26 15.33 -5.58 21.67 0.80
NUMFLOORFAN -1.85 8.49 11.22 6.16 10.70 5.64 15.79 10.14 23.56 0.67
NHSLDMEM 76.93 109.33 11.67 111.83 10.82 131.60 17.27 175.32 27.84 0
Taula 12: Regressio´ quant´ılica per al cas inspirat en el TV aRτ per a les dades de consum d’energ´ıa
En la Taula 12 es poden observar els valors estimats dels efectes de la regressio´ pseudo-quant´ılica per al
cas inspirat en el TV aRτ als quantils 0.25, 0.5, 0.75 i 0.9. Seguint la definicio´ del TVaR e´s normal que a
mesura que es va ajustant la regressio´ per a un quantil me´s baix, les estimacions s’assemblin me´s a les del
model lineal ja que si el TVaR calcula la mitjana per els valors que so´n me´s grans que el quantil τ , si τ e´s
molt proper a 0 agafara` tota la mostra i per tant es fara` regressio´ sobre la mitjana.
En primer lloc es comentaran els valors dels coeficients per al TVaR al quantil 0.9 i despre`s s’observara`,
de la mateixa forma que s’ha fet en la regressio´ quant´ılica per al quantil, l’evolucio´ dels coeficients estimats.
Per a l’efecte constant s’observa un valor molt me´s baix que en la regressio´ quant´ılica per al quantil 0.9 on es
parteix de la base que la gent consumeix 222.77$ en energia prop del TV aR0.9. La desviacio´ t´ıpica e´s molt
elevada fent que el contrast d’hipo`tesis indiqui que el coeficient no e´s significatiu i que per tant la variable
no es pugui considerar important per al model.
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Entrant a les variables que descriuen la superf´ıcie de la casa, s’observa que per a la variable TOTSQFT EN
el valor del coeficient e´s molt proper a 0, me´s concretament 0.17 pero` en aquest cas la desviacio´ t´ıpica d’a-
questa variable e´s molt baixa de tal manera que segons el p-valor, aquesta variable s´ı que es pot considerar
d’importa`ncia per al risc d’un elevat consum d’energia a partir del quantil 0.9.
Per a la variable TOTCSQFT, el valor del coeficient tambe´ e´s molt proper a 0 (0.07) pero` una vegada
me´s la desviacio´ t´ıpica tambe´ e´s molt baixa de tal manera que en aquest cas tambe´ es pot considerar que
aquesta e´s una variable d’importancia per al model. La interpretacio´ d’aquest coeficient e´s que per a cada
unitat que augmenta la variable TOTCSQFT, a partir del quantil 0.9 el risc d’un elevat consum d’energia
s’incrementa en 0.07$.
L’u´ltima variable que descriu la superf´ıcie d’una part de la casa e´s la variable TOTHSQFT pero` en aquest
cas, es comporta diferent que les variables de superf´ıcie que s’han vist anteriorment. En aquest cas, l’efecte
estimat e´s negatiu fet que implica que per cada unitat que augmente´s aquesta variable, el risc d’un elevat
consum d’energia disminuiria pero` aquest valor e´s practicament 0 i el p-valor per al contrast d’hipo`tesis
d’aquesta variable indica que no es pot considerar que sigui important per al model. Aixo` tambe´ passava
quan es realitzava l’estimacio´ per a la regressio´ quant´ılica.
Una de les variables que tenia un efecte important per al model per al quantil 0.9 era la variable que
indicava si la casa tenia o no piscina. En aquest cas, el valor estimat de l’efecte e´s molt similar al estimat
en el model anterior pero` la desviacio´ t´ıpica e´s una mica me´s alta pero` no e´s suficient com per que es pugui
considerar que es pugui descartar aquesta variable per estimar el model. L’interpretacio´ d’aquesta variable
e´s que el fet de que la casa tingui piscina fa augmentar el risc de tenir una alta despesa d’energia en 858.50$.
La variable que indica el nombre de dormitoris segueix sent important per al model. El valor estimat
del coeficient indica que per cada dormitori que tingui la casa el risc de despesa elevada d’energia augmenta
91.84$. Per aquesta variable la desviacio´ t´ıpica e´s molt baixa en comparacio´ amb el valor estimat de l’efecte
i e´s per aixo` que el contrast d’hipo`tesi indica que aquesta variable e´s important per al model.
Un dels canvis me´s importants que hi ha entre el model per al TV aR0.9 i per al quantil 0.9 es troba en la
variable SOLAR. En el model per al quantil 0.9 aquesta variable no es considerava important per al model
pero` per al TV aR0.9, l’efecte estimat e´s molt elevat i la desviacio´ t´ıpica tambe´ pero` el contrast d’hipo`tesis
ind´ıca que aquesta variable e´s important per al model. L’efecte estimat d’aquesta variable e´s que el fet de pro-
duir energia solar incrementa molt el risc de tenir una despesa d’energia elevada en casos extrems (quantil 0.9)
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Pel que fa a les variables que descriuen el nombre d’electrodome`stics i aparells electro`nics que hi ha a la
casa, el nombre de televisors que hi ha a la llar es considera una variable important per al model. Per cada
televisor que hi hagi, l’impacte en el risc e´s de 111.17$. La desviacio´ t´ıpica d’aquesta variable e´s molt baixa
comparada amb el valor del coeficient i per aixo` el p-valor e´s clarament significatiu.
El nombre de tele`fons mo`bils per altra banda te´ un efecte negatiu per al model, per cada tele`fon el risc
de despesa en energia disminueix en 5.58$ pero` de la mateixa manera que per al quantil 0.9 aquesta variable
no es considera important per al model ja que te´ una desviacio´ t´ıpica en l’estimacio´ molt elevada.
Per acabar amb les variables relacionades amb electrodome`stics, el nombre de ventiladors tampoc es con-
sidera d’importancia per al model ja que el p-valor tampoc e´s significatiu. Es torna a tenir una desviacio´
t´ıpica molt elevada en comparacio´ amb el valor estimat del coeficient i e´s el que fa que el p-valor sigui elevat.
Per u´ltim, per al nombre d’habitants de la casa, s’estima que l’augment del risc de despesa elevada d’e-
nergia per habitant e´s de 175.32$. Tot i que e´s un valor proper al de l’efecte constant, la desviacio´ t´ıpica e´s
molt inferior i per aixo` el p-valor dona significatiu per tant hi ha evide`ncies estad´ısticament significatives per
considerar que la variable e´s d’importa`ncia per al model.
A continuacio´ es presenten els gra`fics de l’evolucio´ dels efectes de les variables en els diferents nivells. Els
valors d’aquests efectes es troben a la Taula 12.
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Figura 9: Gra`fics dels efectes de les variables a mesura que augmenta el quantil a partir del qual es computa el TV aRτ en les
dades de consum d’energia.
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Tal i com s’ha comentat anteriorment e´s d’esperar que els coeficients del model lineal i els del TV aR0.25
siguin semblants i es veu reflexat en que` a la majoria de variables l’efecte del TV aR0.25 es troba dins l’interval
de confianc¸a dels efectes del model lineal i per tant es pot considerar que tenen el mateix efecte.
En el cas de l’efecte constant, s’observa com el TVaR per als quantils 0.25 i 0.5 es troba molt proper a
l’efecte del model lineal i per tant es troben dins l’interval de confianc¸a de la regressio´ lineal. Aquest efecte
te´ un valor me´s alt en el TVaR per al quantil 0.75 i ja no es pot considerar igual que l’efecte del model lineal.
A partir d’aquest punt la tende`ncia canvia i l’efecte per al TVaR al quantil 0.9 e´s molt me´s baix que per al
quantil 0.75 tant que tambe´ es considera diferent que l’efecte del model lineal.
Per a la variable TOTSQFT EN, s’observa que per als TVaR en els quantils 0.25, 0.5, i 0.75, l’efecte
estimat es pot considerar igual que l’efecte del model lineal pero` no es pot considerar igual per al TVaR en
el quantil 0.9. Inicialment l’efecte de la variable es molt proper a 0 i encara s’apropa me´s des del quantil
0.25 al 0.5. A partir del TVaR per al quantil 0.5 l’efecte va creixent, primer de forma lleugera i despre`s me´s
bruscament, sortint aix´ı de l’interval de confianc¸a de l’efecte del model lineal.
L’efecte de tenir o no piscina a la casa e´s forc¸a constant per a tots els TVaR en els 4 quantils. Aquest
efecte es troba al voltant dels 800$ i com s’observa en el gra`fic es troba sempre per sobre de l’efecte estimat
mitjanc¸ant la regressio´ lineal. L’efecte estimat per al TVaR tambe´ es troba per sobre de l’interval de confianc¸a
de la regressio´ lineal.
Per a la variable TOTCSQFT, tambe´ s’observa com per al TVaR per als 3 primers quantils, l’efecte que
s’ha estimat es pot considerar igual a l’efecte estimat mitjanc¸ant la regressio´ lineal. Aquest efecte comenc¸a
amb un valor al voltant de 0.15 i va decreixent a mesura que s’augmenta el quantil. La difere`ncia de l’efecte
e´s elevada en el TVaR per els quantils 0.75 i 0.9 fent que en el cas del TVaR per al quantil 0.9, es pugui
considerar que l’efecte e´s diferent a l’estimat en el model lineal.
Per a la variable TOTHSQFT, cal recordar que l’efecte estimat per al TVaR al quantil 0.9 era negatiu.
L’efecte estimat, tal i com es pot veure en el gra`fic, comenc¸a sent negatiu en el TVaR per al quantil 0.25 i va
creixent a mesura que augmenta el quantil tot i que es mante´ negatiu per al TVaR al quantil 0.5. En canvi,
per al TVaR en el quantil 0.75, l’efecte estimat e´s positiu i e´s l’u´nic en el que l’efecte estimat es troba fora
de l’interval de confianc¸a de la regressio´ lineal. Per al TVaR al quantil 0.9 aquest efecte torna a ser negatiu
i tonra a entrar dins l’interval de confianc¸a.
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Per al nombre de dormitoris, el comportament de l’efecte de la variable a mesura que augmenta el quantil
del TVaR e´s bastant similar al que s’ha vist en la variable que indicava si hi havia o no piscina. L’efecte e´s
bastant constant tot i que creix una mica del TVaR en el quantil 0.75 al TVaR en el quantil 0.9. Tot i aix´ı,
l’efecte sempre es troba una mica per sobre de l’efecte del model lineal pero` mai e´s suficient com per estar
fora de l’interval de confianc¸a del model lineal.
Una de les variables en les que s’ha apreciat un canvi me´s gran respecte la regressio´ per al quantil ha estat
la variable SOLAR. Aquesta variable tenia un efecte molt elevat per al TV aR0.9 mentre que per al quantil,
aquesta variable no es considerava important per al model. Com s’observa en el gra`fic, per els quantils 0.25,
0.5 i 0.75 l’efecte d’aquesta variable es mante´ constant i dintre de l’interval de confianc¸a de l’efecte del model
lineal pero` per al quantil 0.9 aquest efecte creix fins a prendre un valor estimat de l’efecte de 928 sent, per
descomptat, considerat diferent que l’efecte estimat per al model lineal.
Per al nombre de televisors de la casa, el comportament e´s bastant peculiar ja que l’efecte estimat per al
quantil 0.25 es troba un mica per sota del l´ımit superior de l’interval de confianc¸a del model lineal. L’efecte
estimat creix una mica fent que el TVaR per als quantils 0.5 i 0.75 es pugui considerar diferent que l’efecte
estimat del model lineal. El que es podria esperar e´s que l’efecte d’aquesta variable mantingue´s aquest crei-
xement o fos constant pero` l’efecte que s’estima per al TVaR al quantil 0.9 e´s me´s baix que tota la resta, i
s’obte´ un valor similar al de l’efecte per al model lineal.
Una altra variable que tenia efecte negatiu sobre el cost d’energia en el TVaR era el nombre de tele`fons
mo`bils que hi havia a la casa. Com s’observa en el gra`fic, per al TVaR als quantils 0.25, 0.5 i 0.75, l’efecte
estimat e´s positiu i es troba dins l’interval de confianc¸a del model lineal. Es veu que respecte el coeficient
estimat per a TV aR0.25, aquest efecte e´s practicament ide`ntic a l’efecte estimat per al model lineal i va
decreixent lleguerament fins a l’efecte estimat per al TV aR0.75. De cara al TV aR0.9, el decreixement e´s molt
me´s accentuat i e´s quan es pren un efecte negatiu que esta` fora de l’interval del model lineal.
Respecte l’u´ltima variable que indica el nombre d’algun tipus d’aparell electro`nic es veu que la variable
que indica el nombre de ventiladors que hi ha a la casa es comporta de forma similar a l’efecte del nombre
de dormitoris. Entre el primer i el segon quantil seleccionats la variable decreix, despre`s es mante´ constant i
per u´ltim acaba creixent pero` mai se surt de l’interval de confianc¸a del model lineal.
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Per u´ltim, el nombre d’habitants de la casa representava una variable important per al model del TVaR
en el quantil 0.9 i tal i com es pot observar en el gra`fic, sembla que l’efecte tambe´ e´s elevat per a la resta dels
quantils seleccionats. L’efecte estimat per el TVaR al quantil 0.25 es troba una mica per sobre dels 100$ per
habitant i fora de l’interval de confianc¸a del model lineal. Aquest efecte comenc¸a amb un lleuger creixement
que es va accentuant a mesura que augmenta el quantil per al qual s’ha ajustat el TVaR.
8.2 Assegurances
Un cop estudiats els resultats de l’ajust per al TVaR de la base de dades del consum d’energia, el segu¨ent
pas e´s estudiar com s’ajusta la regressio´ quant´ılica per al TVaR per a la base de dades d’assegurances de
cotxes. Els resultats es presenten de la mateixa manera que per a la base de dades anterior. En primer lloc
es mostren els resultats de l’ajust per al TVaR en els quantils τ = (0.25, 0.5, 0.75 i 0.9) i s’estudien de forma
me´s exhaustiva els efectes per al quantil 0.9.
Variable βlm β0.25 Sd0.25 β0.5 Sd0.5 β0.75 Sd0.75 β0.9 Sd0.9 p.valor0.9
Constant -8120.85 -5936.59 165.93 -6753.75 237.93 -7050.46 394.48 -6194.13 1117.77 0
Lnkm 1062.54 831.87 16.49 953.45 20.80 1102.14 37.44 1091.75 77.07 0
Porc Vurba -21.1 -18.41 0.56 -22.59 0.95 -34.79 1.11 -54.68 4.00 0
Porc Noctur 5.35 4.78 1.57 4.90 2.84 16.75 4.20 26.90 9.31 0.004
Edat 1.369 0.70 2.82 7.13 5.00 7.99 7.47 52.29 21.56 0.02
Sexe 329.98 285.04 19.05 369.19 30.22 526.06 47.71 907.82 116.33 0
Taula 13: Regressio´ quant´ılica per al TV aRτ per a les dades d’assegurances
En primer lloc per a l’efecte constant s’estima un efecte molt similar al de l’ajust per al quantil 0.9.
Aquest efecte e´s negatiu i es parteix de que per al TVaR al quantil 0.9 els conductors condueixen -6194.13
kilometres per sobre del nivell de velocitat. Tot i que la interpretacio´ sembla no tenir sentit ja que no es
pot conduir un nombre negatiu de kilometres, cal recordar que aquest valor nome´s es donaria si la resta de
variables fossin 0 i que en aquesta base s’aniran sumant els efectes de les altres variables. La desviacio´ tipica
per aquesta variable e´s molt elevada pero` no ho e´s en comparacio´ amb el valor del coeficient. El p-valor del
contrast d’hipo`tesis indica que aquesta variable es pot considerar important per al model.
Per a la variable que correspon al logaritme del nombre de kilometres que s’ha condu¨ıt, tal i com s’ha
comentat amb anterioritat e´s d’esperar que tingui un efecte important per al model ja que quants me´s ki-
lometres es condueixen, e´s me´s fa`cil de conduir me´s estona per sobre del l´ımit de velocitat. Tal i com era
d’esperar, el valor de l’efecte estimat e´s de 1091.75 i la seva interpretacio´ e´s que per cada 1% que augmenta
el valor d’aquesta variable, el risc de tenir un nombre de kilometres condu¨ıts per sobre del l´ımit de velocitat
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molt elevat augmenta en 1091.75 en el quantil 0.9. La desviacio´ t´ıpica e´s molt baixa per aquesta variable i el
seu p-valor indica que e´s important per al model.
Una altra variable per a la que es podien fer interpretacions sobre com seria l’efecte estimat era la variable
que indica el percentatge de kilometres condu¨ıts per a`rees urbanes. Era d’esperar que quant me´s elevat fos
aquest percentatge, me´s baix ser´ıa el nombre de kilometres condu¨ıts per sobre el l´ımit de velocitat ja que
per a`rees urbanes e´s dif´ıcil de superar aquest l´ımit. Efectivament, l’efecte estimat d’aquesta indica que per
cada 1% de conduccio´ per a`rees urbanes, el risc en el nombre de kilometres per sobre del l´ımit de velocitat
disminueix en 54.68. La desviacio´ t´ıpica torna a ser molt baixa i el p-valor torna a indicar que la variable e´s
important per al model.
Per a la variable que descriu el percentatge de kilometres que es recorren de nit s’observa una difere`ncia
important entre l’ajust per al quantil i l’ajust per al TVaR. Mentres que en l’ajust per al quantil aquesta
variable no era important, en la regressio´ per al TVaR el coeficient estimat augmenta en gran mesura mentre
que la desviacio´ t´ıpica disminueix lleugerament. D’aquesta manera, el p-valor per aquesta variable e´s petit,
aixo` porta a concloure que e´s important per al model. Per cada 1% que es condueixi de nit, el risc en el
nombre de kilometres que es recorren per sobre del l´ımit de velocitat augmenta en 26.90.
Entrant en les variables que descriuen els conductors, l’edat tambe´ era una variable que no es considera-
va important per la regressio´ per al quantil pero` mentre que la desviacio´ t´ıpica es mante´ constant, l’efecte
estimat tambe´ augmenta significativament de tal manera que el p-valor del contrast d’hipo`tesis passa a ser
inferior al 5%. Per cada any que tingui el conductor, el risc en el nombre de kilometres que es condueix per
sobre del l´ımit de velocitat augmenta en 52.29. D’aquesta variable podria esperar-se que l’efecte fos negatiu,
e´s a dir quants me´s anys tingui en conductor, me´s responsable sera` a la carretera pero` l’efecte estimat indica
el contrari. La possible rao´ e´s que el conductor tingui una major confianc¸a
Per u´ltim la variable sexe que ja era significativa en el model per al quantil ho segueix sent per a la
regressio´ per el TVaR pero` l’efecte estimat e´s molt me´s elevat que abans. La desviacio´ t´ıpica disminueix
lleugerament i per aixo` el p-valor segueix sent prou petit. L’interpretacio´ que te´ aquest coeficient e´s que el
risc dels homes e´s 907.82 kilometres superior al de les dones en el TV aR0.9. Un cop estudiats els efectes de
les diferents variables, s’estudia l’evolucio´ dels efectes per els diferents TVaR ajustats.
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Figura 10: Gra`fics de l’evolucio´ dels efectes de les variables a mesura que augmenta el quantil a partir del qual es computa el
TV aRτ en les dades d’assegurances
En els gra`fics de la Figura 10 s’observen les diferents evolucions dels efectes de les variables estimats per
el TVaR. Per a l’efecte constant s’observa que a mesura que augmenta el quantil del TVaR, l’efecte va sent
cada vegada me´s negatiu i que va apropant-se a l’efecte estimat a partir de la regressio´ lineal pero` mai arriba
a trobar-se dins de l’interval de confianc¸a del model lineal. En el pas del TVaR per el quantil 0.75 al 0.9
l’efecte de la variable torna a augmentar.
Per a la variable que indica el logaritme del nombre de kilometres condu¨ıts el comportament de l’efecte a
mesura que creix el quantil e´s el contrari de l’esperat. El que s’espera i que ja s’ha explicat abans e´s que per
als primers quantils l’efecte estimat mitjanc¸ant la regressio´ lineal i la regressio´ quant´ılica fossin considerats
iguals o es trobessin a prop de l’interval i a mesura que ane´s creixent el quantil aquests efectes es diferenci-
arien. En el cas d’aquesta variable es pot observar com l’efecte estimat per al TVaR es troba per sota de la
regressio´ quant´ılica i que va creixent fins al quantil 0.75 on es mante´ constant i molt proper al l´ımit superior
de l’interval. Per aquesta variable l’efecte del model lineal i del quant´ılic es pot considerar el mateix per als
quantils 0.75 i 0.9. Possiblement hi ha un efecte contraposat entre la constant i l’efecte d’aquesta variable,
que en aquest cas equivaldria al resultat al model de regressio´ cla`ssic.
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L’efecte de la variable que indica el percentatge de kilometres conduits per a`rees urbanes comenc¸a, per
als quantils 0.25 i 0.5, dins de l’interval de confianc¸a de l’efecte estimat per al model lineal aquest efecte va
sent cada vegada me´s negatiu i acaba sortint dels l´ımits de l’interval fent que es puguin considerar diferents
els efectes dels dos tipus de regressio´.
L’efecte que s’estima per la variable que indica el percentatge de kilometres que es condueix de nit te´
l’efecte contrari. Parteix d’uns valors molt similars als estimats utilitzant la regressio´ lineal i a partir del
quantil 0.5 l’efecte creix a mesura que augmenta el quantil. Per els quantils 0.75 i 0.9 aquesta variable tambe´
es pot considerar que e´s diferent entre els estimats mitjanc¸ant els dos tipus de regressio´.
La variable edat te´ un comportament similar al de la variable Porc Noctur pero` l’augment de l’efecte
tarda me´s en fer-se. Per el TVaR al quantil 0.25 l’efecte e´s molt similar al del model lineal i creix una mica
per al TVaR al quantil 0.5. L’augment de l’efecte me´s important es troba en el pas del TVaR per al quantil
0.75 al 0.9 que passa de tenir un efecte de 15 a tenir un efecte de me´s de 50 de tal manera que es pugui
considerar diferent al del model lineal.
Per u´ltim l’efecte de la variable sexe va creixent a mesura que s’augmenta el quantil del TVaR. Per el
TVaR al quantil 0.25 aquest efecte es troba lleugerament per sota del l’efecte del model lineal. Aquest efecte
va creixent de forma constant fins al quantil 0.75 on l’efecte ja es pot considerar diferent per als dos models.
Del quantil 0.75 al 0.9 l’efecte augmenta en gran mesura.
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9 Conclusions
En aquest treball s’ha estudiat una aplicacio´ de l’eina estad´ıstica coneguda com a regressio´ quant´ılica. Aquesta
eina e´s poc coneguda i s’inverteix molt poc temps en ensenyar el seu funcionament durant la formacio´
acade`mica ja que es decideix explorar de forma me´s extensa els me`todes cla`ssics de regressio´ com el model
lineal. Aquesta eina e´s u´til quan hi ha prese`ncia de valors extrems a la variable resposta del model ja que e´s
capac¸ de tenir-los en compte a l’hora de calcular els efectes de les variables explicatives.
Aquesta aplicacio´ ha consistit en utilitzar la regressio´ quant´ılica per ajustar un model inspirat en una
mesura del risc coneguda com a TVaR (Tail Value at Risk) tambe´ coneguda per altres noms com CTE
(Conditional Tail Expectation) o TCE (Tail Conditional Expectation). Aquesta e´s una mesura del risc que
proporciona certs avantatges sobre la mesura del risc me´s utilitzada que s’anomena VaR (Value at Risk).
Mentre que el VaR e´s centra en comprovar quin e´s el valor del quantil τ en una funcio´ d’una variable ale-
ato`ria X, el TVaR mira quina e´s la mitjana de valors que superen el VaR de tal manera que s’obte´ molta
me´s informacio´ sobre els valors extrems i permet realitzar un millor ajust del risc. Aquesta aplicacio´ va ser
tractada en una publicacio´ l’any 2016 i es va demostrar que era possible fer-la pero` no es va aplicar en casos
reals
Abans de comenc¸ar a ajustar models de regressio´, s’ha estudiat quina ha estat l’evolucio´ de la regressio´
quant´ılica partint dels primers models de regressio´ proposats per Boscovich i Laplace que proposaven models
on s’intentava minimitzar la suma de desviacions t´ıpiques en valor absolut utilitzant sistemes d’equacions.
Me´s endavant Gauss i Legendre parlaven sobre estimar la regressio´ minimitzant la suma de residus al quadrat
que ja era un me`tode me´s similar al que es coneix avu´ı en dia. Fent lectura de diversos articles que parlen
sobre la histo`ria de la regressio´, es veu que la regressio´ quant´ılica e´s un concepte relativament nou i que s’ha
comenc¸at a investigar i a aplicar me`todes en les darreres decades deixant aix´ı un gran marge d’evolucio´ del
me`tode.
En aquest treball tambe´ s’han explicat diverses eines fora de la regressio´ quant´ılica que han estat neces-
saries per tal d’obtenir resultats. Aquestes so´n el me`tode bootstrap i els contrasts d’hipo`tesis. El me`tode
bootstrap e´s un me`tode de remostreig que s’utilitza sobretot per estimar caracter´ıstiques dels estimadors com
sera` la varia`ncia. Aquest me`tode consisteix en agafar un gran nombre de submostres de la base de dades
que es vol estudiar i es calcula l’estad´ıstic d’intere´s per cada una d’elles. A partir d’aquest gran nombre
d’estad´ıstics calculats, s’estudia la propietat que sigui d’intere´s. En el cas d’aquest treball ha estat la desvi-
acio´ t´ıpica. Els contrasts d’hipo`tesis per altra banda no han tingut un paper tan important com el me`tode
bootstrap pero` s’ha considerat oportu´ fer una molt breu descripcio´ sobre el que so´n.
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Per a la regressio´ quant´ılica s’han explicat diversos conceptes que fan que es distingeixi de la regressio´
lineal. En primer lloc s’ha presentat la funcio´ d’influe`ncia. Aquesta e´s una funcio´ que permet estudiar quin
e´s l’efecte que te´ una observacio´ sobre una estimacio´. S’ha plantejat un exemple per tal de comparar l’efecte
que tenien les observacions d’una distribucio´ Normal(0,1) sobre l’estimacio´ de la mitjana i de la mediana.
Mentre que per a la mitjana l’efecte de la observacio´ era proporcional al seu valor, per a la mediana tots els
valors negatius tenien el mateix efecte i tots els positius un altre de manera que es podia deduir que per a
valors extrems, l’efecte dels valors ano`mals per a la mediana no tenia un gran impacte i que per tant era
convenient utilitzar la regressio´ quant´ılica.
A continuacio´ tambe´ s’ha presentat la funcio´ de pe`rdua del quantil que era una funcio´ molt simple que
penalitzava el valor de la funcio´ objectiu en funcio´ del quantil sobre el que s’estava fent la regressio´ i en
funcio´ del valor que tenia la condicio´ (Y −Xβ). Tambe´ s’han mostrat diversos gra`fics per tal de comparar
els comportaments de les diverses funcions. Com a presentacio´ de les eines utilitzades s’ha acabat mostrant
que la regressio´ quant´ılica es tracta d’un problema d’optimitzacio´ i s’ha mostrat quina era la funcio´ objectiu
de la regressio´ quant´ılica per a un quantil i la funcio´ objectiu de la regressio´ quant´ılica inspirada en el TVaR.
Un altre objectiu en aquest treball era utilitzar el software estad´ıstic anomenat R per realitzar aquest
treball. Aquest programa ja contenia un paquet de funcions per ajustar la regressio´ quant´ılica, en concret
la funcio´ rq pero` aquesta no permetia fer-ho per al TVaR que era un dels objectius d’aquest treball. E´s
per aixo` que per tal de cobrir aquesta mancanc¸a, s’ha hagut de crear una funcio´ pro`pia utilitzant la funcio´
optim que serveix per trobar el valor optim d’una funcio´ objectiu. De la funcio´ ja programada s’han comentat
els diversos para`metres dels que es disposava i per la funcio´ creada s’ha comentat el seu funcionament en detall.
La part pra`ctica d’aquest treball ha estat aplicar la regressio´ quant´ılica per els quantils 0.25, 0.5, 0.75 i
0.9 i per als models de riscos basats en el TVaR dels mateixos valors a dues bases de dades diferents. La
primera era una base de dades que donava informacio´ sobre famı´lies dels Estats Units i s’intentava ajustar
un model per al consum anual d’energia ele`ctrica. La segona base de dades provenia d’una asseguradora i
donava informacio´ sobre la conduccio´ de vehicles de diverses persones que havien contractat una asseguranc¸a
de cotxe. L’objectiu d’aquesta segona base de dades ha estat ajustar un model per al nombre de kilometres
que els conductors han conduit per sobre del l´ımit de velocitat.
Abans d’aplicar la regressio´ s’han provat diversos me`todes d’optimitzacio´ per veure quin d’ells era el que
millor valor de la funcio´ objectiu obtenia i s’ha decidit utilitzar el me`tode de Nelder-Mead que tot i que tenia
un temps de computacio´ bastant elevat, obtenia un bon resultat en el cas de la regressio´ quant´ılica. Un altre
aspecte important per realitzar l’ajust era decidir quins eren els valors inicials dels coeficients per tal que
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la funcio´ optim pugue´s funcionar. Durant la realitzacio´ d’aquest treball es va veure que depenent de quins
valors inicials es donessin, el valor o`ptim dels coeficients que es trobava era molt diferent. Tenint en compte
aquest resultat e´s molt possible que modificant adequ¨adament els para`metres de la funcio´ optim encara s’a-
consegueixin millors ajustos per a la regressio´ pero` degut a la gran quantitat de temps que comporta aquesta
tasca no s’ha realitzat.
Tambe´ s’ha decidit comparar els resultats obtinguts a trave´s de la funcio´ rq i els obtinguts a trave´s de
la funcio´ creada i el resultat ha estat que utilitzant la funcio´ creada es poden aconseguir millors valors de la
funcio´ objectiu que la funcio´ rq per a bases de dades amb un nombre bastant gran de variables i observacions
pero` aquesta millora en els valors de la funcio´ objectiu comporta un temps de computacio´ molt me´s gran que
fa que en certs casos sigui me´s efectiu utilitzar la funcio´ rq.
En primer lloc s’ha decidit estudiar els resultats d’aplicar la regressio´ quant´ılica per als diversos quantils
per tal d’estudiar l’evolucio´ dels efectes a mesura que augmentava el quantil i s’han interpretat amb me´s
detall els del quantil 0.9. Per a la base de dades del consum d’energia s’ha observat que les variables que
so´n importants per a l’ajust so´n la superf´ıcie de la casa, tenir piscina, la superf´ıcie del soterrani, parking...,
el nombre de dormitoris, el nombre de televisors i el nombre d’habitants de la casa. Totes aquestes variables
tenen un efecte positiu e´s a dir, quant me´s gran era el valor de la variable me´s gran e´s el quantil del consum
d’energia hi ha a la casa, per tant el risc de consum extrem augmenta.
Per a la base de dades de les asseguarances de cotxes tambe´ s’han estudiat com evolucionaven els efectes
de les variables per als diversos quantils i s’han interpretat amb me´s detall els del quantil 0.9. En aquest
cas les variables que eren importants per al model eren el logaritme de la dista`ncia total recorreguda, el
percentatge de kilometres recorreguts per ciutat i el sexe del conductor. En aquest cas l’efecte d’aquestes
variables prenien valors positius.
Un cop estudiats els efectes per als diversos quantils s’ha fet el mateix per ajustar el model inspirat en el
TVaR. Al tractar-se d’una mesura de risc te´ me´s sentit que s’interpretin els coeficients dels efectes estimats
per al quantil 0.9 tot i que tambe´ s’ha estudiat l’evolucio´ dels efectes a mesura que s’augmentava el quantil.
Per al TVaR hi han hagut canvis en la importa`ncia de les variables. La variable que indica si la casa produeix
energia solar ha passat a ser considerada d’importancia. Els efectes de totes les variables que so´n importants
per al model sempre so´n positives. Per tant, incrementen el risc de consum elevat en el cas de les dades del
consum d’energia.
Per u´ltim, per la base de dades de les assegurances de cotxes s’ha realitzat el mateix procediment que en
les altres parts de resultats i tambe´ hi ha hagut canvis en les interpretacions dels efectes de les variables. Per
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aquesta segona base de dades, les variables Edat i percentatge de kilometres recorreguts de nit han passat a
ser rellevants. Un canvi important ha estat el de l’efecte del percentatge de kilometres recorreguts per ciutat
que ha passat a tenir un efecte negatiu e´s a dir, quant me´s alt e´s el percentatge de kilometres recorregut per
a`rees urbanes menys risc existeix en el total de kilometres que ess recorren per sobre del l´ımit de velocitat.
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